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INTRODUCTION 


Ces Legons ont fait Vobjet d'un cours libre a la Faculté des 
Sciences de Paris au cours de l’année scolaire 1915-1916. 

Les fonctions elliptiques ont été découvertes au x1x° siécle. 
On en trouve l’exposé dans de nombreux Trait¢és spéciaux. 
Ces Ouvrages ne peuvent étre étudiés sans préparation. Qui 
plus est, ils different de point de vue, comme il est naturel 
quand une science se crée. 

Il est cependant possible d’aborder |’étude des fonctions 
elliptiques par des procédés ¢clémentaires, nécessitant la 
seule connaissance des principes du calcul intégral. 

Cette étude est nécessaire, car on rencontre a chaque pas 
les fonctions elliptiques dans les mathématiques appliquées, 
en mécanique, en physique, et on les masque alors trop 
souvent, leur enseignement ayant appartenu jusqu'ici a la 
haute analyse mathématique. 

L’objet de ces Lecons est d’exposer, de facon élémentaire, 
les propriétés fondamentales des fonctions  elliptiques 
usuelles. Dans la premiere partie, il est traité des fonctions 
sn, cn, dn; dans la seconde, des fonctions pu, Cu, cu; 
dans la troisieme partie seulement, |’étude des principes 
généraux est esquissée; une quatrieme partie se rapporte 
aux fonctions 9. 

Il n’a pas été possible d’aborder le domaine des applications 
proprement dites. On consultera a ce sujet l’Ouvrage : 


VItl INTRODUCTION. 


Principes sur la théorie des fonctions elliptiques et 
applications, par P. Appell et KE. Lacour. 

Je remercie M. Delpech, éléve a Ecole Centrale, d’avoir 
bien voulu se charger du soin de revoir les épreuves. 

Je remercie M. Gauthier-Villars d’avoir accepté d’im- 
primer ce livre, malgré les difficultés que comportait sa 
composition, malgré aussi les incertitudes de l’époque tra- 
gique que nous traversons. 
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XXXVIL XXAVIII, 67. NOVI, 1525 

XXXIX, 70. XEVIl' a XCIX, 156. 
XL a XLUI, 7% Gator. 

SIGHS P35 CI, Cit, 158. 
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L, 78. CXI', 179. 

LI, 80. CX, CxXis, 13x. 

LIT, 83. CXIl, CXII?, ro. 
LIII, go. CXIII', CXIII?, 18:1. 
LIVE Vs o3: CXIV, 183. 


LVI, 99- CXV!, CXV?, 187. 
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CXVI, CXVII, 188. 
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CXXI, 190. 
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CXUIX, 213. 

(0) BES) day, 

GL?; Che, onr. 

CL*, ‘CL, axe? 

CLI! 4 CLI*, 224. 

CLs; 225; 

GLIL,, 226: 
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CLIITs a CLI, 229. 
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CG Va 2G 

CLV2, GLVI, 240. 

CLV, 248; CLYI1, 250. 

CLIX, 2br. 


LECONS 


LES FONCTIONS ELLIPTIQUES 


EN VUE DE LEURS APPLICATIONS. 


PREMIERE PARTIE. 


LES FONCTIONS sn, en, dn. 
LES INTEGRALES ELLIPTIQUES. 


. 
CHAPITRE I. 
DEFINITIONS DE sn, cn, dn. PERIODES REELLES. DERIVEES. DEVE- 
LOPPEMENTS EN SERIES. VARIATIONS. FORMULES D’ADDITION ET 
LEURS CONSEQUENCES. 


I. — Définitions de sn, cn, dn. Premiéres formules. 
Périodes réelles. 


1. Définitions de sn, cn, dn. — Soit 
h da 
(1) ua [ (<< Me 
Ue VO = ey 2) 
posons 
Tes okie), 
il vient 
< i 
® eapeeies 
a Vi— k sin2o 


ax et sing sont des fonctions de uw. Si nous écrivons 


(3) Ste. sin® = snu, 
‘ 


2 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE 1. 
nous définissons une fonction sn; nous faisons ainsi l’inversion 
de lintégrale (1) ou (2). 

On définit conjointement cn, dn par 


(4) cose = chu, +71—* sint?o = dnu. 


2. Premiéres formules concernant sn, cn, dn. — On a(4) 


/ 


| sn2u + cn?u = sin?o + cos?9=T, 
(1) ( dn2u + k? sn? u = dn?u+ k? sin? = 1, 

{ dn2u— A? cn?u = k? (k'2 = 1 — hk? <1); 
sn est un sinus, cn est un cosinus; donc 

—1SsnuSi, —iSenuwsi; 

dnu, ou + ~1— Fk? sin?o, a pour minimum +Y1— k?=-+-#’, 
quand sing = 1. et pour maximum -++1, quand sng=o0 : 
o <= +S dnwEi; 


dn ne peut donc s’annuler pour aucune valeur réelle de w. 
Faisons tendre x vers zéro dans (1); puisque l’élément diffé- 


renliel 1 } (1 —- 2?) (1 — k? x?) tend alors vers un, on peut écrire, 


- et 7 étant deux quantilés tendant vers zéro, 


if =. dx: \/(1— a?) (1 — Ra?) (== sna) 
0 


et, a la limite, 
¥ 0 =—"snio: 


Si sno = 0, si 9p est langle quicorrespond a cette valeur de sn, 


SI.oo =e O05 


70 nO 


done 
CNO = COS = coso =1; 


on a ensuite 
dno=s+ Vi+ Rsnto=+1: 
(11) , sno = 0; CHG 1k dno=ft., 
Si o< -, en particulier si © est tres petit, snu = sing, 


cnu = cose, dnu = y/1—k?sin?@ sont positifs. 


FONCTIONS sn, cn, dn DANS LE DOMAINE REEL. 3 


3. sn, cn, dn sont des fonctions non seulement ’de u, mais 
encore de k, bien qu’on ait surtout a les considérer comme fonc- 
tions de w; quand il y a lieu de rappeler que sn, cn, dn sont fonc- 
tions de ~ on écrit [par exemple, n° 11, ot l’on trouve sn(u, 0), 


en(u,o), dn(w, 0) | 
n(u, k), cn(u, hk), dn(u, k). 


4. Définition de K. — On définit la quantité fondamentale K 
par Pégalité 


wlA 


d¢ 


({1l') K = —— 
V1 -— k? sin?o 


si l’on revient a la variable z, on a 


‘ dx 
(Me = 
ie J (1— 2 (1 — k2.22) 


Posant 9 = %—w, ona 


< a) dw fe 
ie tee © i Vi— sind rs — a sin2w 


wal 


il en résulte 
i= ae eae ok =f © { de 
¥ 1— k? sin?o ‘ / fee Vv 


(TL?) is =oK. 
= sin?0 


3. Hxpressions de sn(w+2K),cn(u+2 K), dn(u + 2K). — 
Soient 


w= [ =f 
os VI gt Sin2¢ i Vi—k sin? 
sing = snu, sin(t + 9) = snp; 
ona. 
sne = sin(7-+ 9) =— sing, 


snv =— snu. 
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{cri 
T+O , g ( 9 
if ‘ de : d(0+ 7) = ea te 
Sure = = Sey, 
Jr 1— k? sin? 0 Yi—A*sin?(0+7) 0 V1I—A*sin*o 
on aura 
T+0 T+ 
2 Y do ® do d 
o= | SS = == ai is & = 26h wu: 
0 Vi—k*sin?o 9 Te 
donc 
sng = sn(2K+ wv). 
Il résulte de snv = — snu que 
sn(2K + uw) =—snu. 
Le calcul est tout semblable pour cnu : 
Soit 
Lies, D Fs 
ie do i 2 do 
Ue —— Se SSS 
70 V1— k* sin?o 9 Vi — sinte 
ona 
5 Tw Gia ‘ 
gin (|= = =I mte cnu = cos (| — — = sine 
2 ? ; 2 f ee 
a 40 
sin (= + =—9) == 50. 
é T T \ 
cny = cos T+ = —@ = Gon || = == (ge = 2) 
2 2 
= sin(— t+ ¢) =—sing, 
cny =—cnu; 
’ 
d’autre part, 
via 
7 T+o-—9 
ee do a do i : do 
o= ee fh a Be ee 
Vi— ksinto ” a. tH hae Vi—F sin2g 
s’écrira, en posant o = 4 + zx, 
Tw “iG 
7 d() +7) am dd 
+7 7 - 
aK +f ee, ae thee 
V1— k sin?(6 + 7) 0 Vi — Resin? 0 


donc 
p=2K+4U; 
en conséquence 
n(2K 4+ uw)=—cnu. 
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En dernier lieu (1) 
dn(2K + uw) =+ 71 — k*sn? (2K + uw) = + f1— A? sn2u = dnu. 
Réunissons ces trois formules : 


\ sn(w--2K)=—snu, 
CV) 


en( uw-— 3K) =— enw, 
dn(u+2K)=dnu. 


6. Périodes réelles de sn, cn, dn: 


sn(u+4K)=—sn(u+2K)=snu, 
en(u+ 4K) =—cn(u+2K)=cnu; 


comme on le voit, sn e¢ cn admettent la période réelle 4K et, 
plus généralement, la période 4mK, m étant un entier positif 
ou négatif quelconque; dn admet la période réelle 2K et les 


périodes 2mKkK : 
sn(u+4mK) =snu, 


(V) « en(u+4mK)=cnu, 


dn(u+2mK)=dnu. 


Nous verrons plusloin (n° 17) que sn, cn, dnn’ont pas d’autre 
période réelle. 

7. Les formules (IV) donnent 
(VE) sn2K =o, cn2k =—t1, ONTO Ea 


La définition (III) de K montre (2, 3) que 
sn kisin= = 1, cnK = cos "= 0, 
$2 wy 


dnK=+yVi—A?sn®?9K =4+ V~i—R=+hk': 
(VI?) Si Ke—= Ie Crm 0), dnK=-+ Xk’. 


II. — Dérivées, développements en séries, 
variations de sn, cn, dn. 


8. Dérivées de sn, cn, dn. — On déduit de (1) 


ae are. (1 — x*)(1— hk? a2); 


du ——— SSeS 
(/G— 2) G— Fa?) du 
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remplacant & par snu, 


Sa = (1 — sn?u) (1— A? sn?.u) = enudnu; 
u 


on déduit de (4) et de (2) 


do . — 
a -—sing—_ =— sing /1— k* sin?2o 
du du ? au : v a 


=—snuyV1— kh? sn?u=—snudnu; 


dcnu d cose 


on a aussi (1) 


ddnu wee, (=m k2 sn?u dsnu 
du ———s hua as Ales spare V1— k sntu du 
ss , snu 


coudnu=—f2snucnu (1). 
u 


Résumons ces formules : 


| dsnu 
FF =cnudnu, 
Leni 
(VIT) = =—snudnu, 
as —— IK Ste Cian: 


Il serait facile de calculer les dérivées successives; par exemple 


dad? snu 
—— = 2k* sneu — (14+ k*)snu. 
du ; ‘ ) 
9. Développements en séries de sn, cn, dn. — On forme ces 


développements en appliquant la formule de Mac-Laurin. On 


I 1 
trouve, en posant - ( A+ z) —— on 
2a\ k 


3 By 7 
an we oko ~ +4 kee 3) & + 843 (a3 + cere Se 
12.3 5! oi 
x 6 
enw = 1 + (I+ OR) — (1+ 44k + 16.) ete 
Vu ; ; 
( k2 U2 ut sa 
dnu = 1— +- k2(4 +k?) — — k2(16 + 44 k?+ kt) = 4- 


in ® 4! Ole eee 


a=7(k+z): 


a eeSSSSSSSSEeeeeE 


(') Les stgnes attribués aux dérivées sont justifiés par les valeurs de sno, cno, 
dno, et les signes de snn, cnn, dn, 7 trés petit. 
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Ces séries convergent pour w suffisamment petit. Nous préci- 
serons au n° 159. Elles donnent 


sn(— u) =— snu, cn(— vw) =cnu, dn(— uw) = dnu; 


sn est donc une fonction impaire, cn et dn sont des fonctions 
patres. 


10. Cas de u tres petit. — On peut alors écrire, approximati- 
vement, 
I 1 Be 
snusu—aks(k+ z) 2 = 
DN, NSU on SSS 
sin(u V1 + k2) 
SU SSS Se 
(VIE) / Vit 
u? 
cnt =ft— = cosu, 
r.2 
ku? 
dnu =1 — = cosku 
[.2 
(formules approchées pour u tres petit), 
11. Dégénérescence des fonctions sn, cn, dn, — Ce qui vient 


@étre dit fait présumer que les valeurs o et 1 de k présentent 
quelque intérét, 
io otso—70. 


1 
; zt dx é 
SINE (GO) y=— — =arcsiniI= 


SNCS O)) == Gas, 


C(O) r= COS LU, 


dn(u, 01; (K)ze0= -- 
2 
Rey ei ie 
fh dx of dx ef-s Ole 
== == — 
es es DP Pg a 2j, I+f 
ese; 
2u = Log > 
I— 2 
I+ o@ 
e2u 
1—@ 


e2u—_] 
jh == SN, 1) SS 
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; I Saiz: 1 okie 
(Kaa > fi Mae ae , Coeaoe ae 


0 “0 


on a aussi 


kin conséquence, 


sn(u,1)=- 
fae e4 eu 
a 2 
(GA, Wi = Cla ay, Sh) ee 
(K )pa1 = 2. 
12. Variations de sn, en, dn. — 1° snu. — Quand 9g varie 


nN Tv 2, a) x fgets , 
de oa =» uw varie deo a K et snu deo ai; la dérivée (VII) 


cnu dnu de snu varie de 1 4a o dans Je méme intervalle. 


On a ensuite 


sn(K — h) = — sn(h — K) =—sn[(h —K) + 2K] =sn(K-+ hk); 


il y a done symétrie par rapport a Vordonnée uw = K. 


La formule (IV) 


sn(u+ 2K) =—snu 


détermine la courbe dans l’intervalle 2K, 4K, puisque la courbe 


est actuellement construite de o a 2K. 


Enfin la courbe se répéte identique dans les intervalles 4K, 8K; 
SIS, i2 Ky «5.5 0, = 4K, ete., pusque CV) 


shu =sn(w+4K)=sn(u+8K)=...=sn(u—4K)=.... 
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SECh 4) One 


en(K —h) = cn(h — K) =— cn(K + h), 
en(2K + uw) =—cnu, en(4K+u)=cnu; 


il suffit donc, comme pour snu, d’étudier cnu deo aK; dans cet 
intervalle, cnw varie de 1 4 o et sa dérivée (VII), —snu dnu, 
Ge-o1ait. 

Srdne : 


d(K — h) =+ /1— k? sn?(K — h) 
=+yVi1—?sn2?(K+h)=dn(K +h), 
dn(2K+u)=dnu; 


Fig. 3. 


quand wu varie de oa K, dnuw varie (n° 2) de 1 a 4’; sa dérivée, 
—k*snu cnu, est nulle pour o et K, négative dans cet intervalle. 


III. — Formules d’addition. sn, cn n’ont que les seules 
périodes réelles 4mK; dn n’a que les seules périodes 
réelles 2mK. 


13. Formules d’addition de sn, cn, dn. — 1° sn. — 2. Si lon 
pose 
1a dx 
d(42)) = i ) 
. /(i — 2?) (1— kx? 
(5) 0 ue ee fo) 
, BE 
g= uly) = , 
I Vy Ne hy) 


Péquation différentielle 


(6) ws , ay, eak 
Vii—2?)a—k2) vYi—y*)i— Py?) 


admet lintégrale 


(7) u(a#)+ u(y) = const. 


ie) PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE I. 


8. Soit ¢ une variable auxiliaire; (6) peut étre écrit 


(8) So ee ei Se ee = dt, 
V(t 2?) (1— Kz?) Vy?) (i— ky) 
(F) = (1— @?)(1— av?) =1—(1 + k*) 2? 4+ ket, 
dy \2 : 
ae Sp — fe? 72) == 1 — (4 AR?) 2 BE vs 
(F) (I—y?) 1 — ky?) =1— (C1 )o ke vy 


dérivant par rapport a ¢, 


(da dt aki a at ie Ie. ot 
Ge ida ee ee ee 

2 2 

a = 2k a — (1+ k? ja, a = 2k? yi— (1+ kh?) y. 


Combinons ces dérivées de maniére a éliminer (1 + /?) d’abord 
dz\? dy\? aa dv 
tre (=== pe, aes 
entre (=) > (%) > puis entre —— Wp’ ae 


Maa Peon 2 


fare dt? er = kA ny (x2 7? ), 
dx d 
ve (F) Saale (a) = (1— kx? y2) (y2— x); 
par division 
aa diy dau dy \? ee 
ee, ’ pep hey ieee 
(y dt oot) :[y (ai) z ey fe eae 
5 aux ™ Pa (y ee h dy) 
Se dt Free er 


cette derniére équation est intégrable et devient 


gee gudye 
Log ate = Log(1— k?x? y2) + const. 


ae ai at 
dx da 
(G2): CG 2a? A) const: 


dx day 
remplagant —, — par leurs valeurs (8) 


(9) [Ly V2) 0a) + VO 2) BD] (122 7) = const; 


(7) pourra s’écrire, puisque le premier membre de (g) est une 


FONCTIONS sn, cn, dn DANS LE DOMAINE REEL. a 


constante, 


sf 


ula) + u(y) =P [C xu?) (1 k? a) avi yey) (at k 3 i 


| a KA By? 
pour y = 0, cette relation devient 


Ae} =I (aR) 
donc 
Besar. 
el 
u(a@) + u(y) 


= w\[yVG— 2) — a) G(T 7 aie key?) |(1— Raw? yy), 


ce qui (5) revient a 


uUtp=u [(y fay +27 a k2.x2y2) |, 
et permet d’écrire 


sn(wU + ¢) = snyu 


yy ae lr 
} | 1—k?2? 72 


Kee 
les opérations sn el w se détruisent; par suite 
sn(u+ 9) = (y ee ve) 111 — kx y?); 


remplacons x par snw, y par sne 


{ sne ¥(1—su2u) (1— ksn2u) | 


)+-snuy/(1 — sn2 9) (1— K2sn? e) | F 


sn(uw+e)= 2 


1— (2 sn2u sn2¢ 
la formule devant étre symétrique enw et v, les deux termes du 
numérateur ont le méme signe; ce signe est +, comme on le voit 
en faisant » = 0; il en résulte 


( snucny dne+snecnudnu 
sn(u + 9) =  —  ——_.. 
1— k2 sn?2u sn2¢ 


2° cn. — Ona 
en2(u +) =1— sn2(u + Pv) 


(1— k2 sn2usn?¢)?—(snucne dng + sneenudnu)? | 
a , 


(1 — A? sn2u sn?¢)? 
remplacons au numérateur (1 — A? sn? wu sn? ¢)? par 


(en2u + sn2u dn2y)(cn?» + sn2¢ dn?w), 
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ce numérateur deyiendra 


(cnucne —snusny dnudny)?; 


extrayons la racine carrée et fixons le signe en faisant ¢ = 0, 


; cnu cng —snusne dnu dng 
cn(u+v) = = aes : 


3° Gin, —= in 


dn2(u + ¢) =1— k? sn?(u+ ¢) 

(1— k?2 sn2u sn2¢)2?— k?(snucney dnv + snecnudnu)? 
ai (1— k2 sn2u sn?¢)? 

(dnu dny — k2 sinucnusne ene)? | 


(1 — k? sn2u sn2¢ )? : 


extrayons la racine carrée et fixons le signe en faisant » = 0; 11 


vient 
dnudne — k2 snusne cnucne 


Ohi ( dea) e 
) 1— k* sn2u sn?¢ 


Nous arrivons ainsi a ces importantes formules : 


snweng dne + snvcnudnu 
She -E OS 
1— k2 sn2u sn? 
ae cnucny —snusnednudney 
(LX) Cs: 0) = —— 
1— k? sn2u sn29 
dnu dnvy — k2 snu snecnucne 


dn(u+¢)= : 
( 1— k?2 sn2usn?¢ 


On dit que sn, en, dn possédent un ¢héoréme d’addition. 


14. Formules de duplication. — Faisons u=¢ : 
2snucnudnu 
sn2.u = ———____,, 
1— k2 sntu 
See en?2u — sn2u dn2u 
(X) { en2u = ———_____ 
1—k sntu 
; dn2u — k2 sn2u cn2u 
dnou = 


1— 2 sn*u 


15. Hxpressions de sn(u+ KK), en(u+K), dn(w+K). — 


FONCTIONS sn, cn, dn DANS LE DOMAINE REEL. 13 
On a immédiatement (IX, V1) 


A - o 
enucnKdnKk + snKcnudnu 
1 — k2 sn2u sn? K 


by 


sn(u+ K)= 


sn(u—- K.) = —; 
de méme 
a MUS ae, 
dn(u + K)=> 


46. Il est trés facile de calculer sn(u+ =), en(w sales =) 
K \ 4 2 
dn (w a =) : 


: K : 
Faisons en effet w= — dans la formule (X) qui donne cn2u; 

: (4) g ; 

puisque cn K= 0, 
K vei << K 

cn? — — sin?—dn?— = 0, 

os 2. 2, 

d’ot on tire 


K K 
sn2—y, cn?—, dn? —; 
D 2 oe 


= 


Kame oak ae ; 
or (n° 12) sn—, cn —, dn— sont positifs; il en résulte 
2 2 2 : 


K 1 K k' 


Ke 
Se rea ea | peray ae dn= = yk. 


Les formules d’addition permettront ensuite de  calculer 
K K K 
sn (ut =) cn(u-+ =), dn(u+ >): 


\ 2 


17. Tutorime. — sn, cn nr’ont que les seules périodes réelles 
4 mK; dn n’a que les seules périodes réelles 2mK., 


1° snag. —. ork 
sn(u+ a) = snu; 
on a (IX) 
snucnadng+snacnudnu 
sn(u + 4) = ————_________ 


1 — k? sn2u sn? 
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d’ou, cdentiquement, 


snuwecnadns + snxenu dau 
s1 uu S 
1— k? sn? u sn? 


k? sn'usn?a + snu(eng dng —1) = sna Vi—sn2u Vi — k* sn@u. 
Elevons au carré, ordonnons par rapport a snu, il vient 


k? sntasn®w + sn?a4[2hk?(ena dna —1) — k?2| sntu 


+ [(ena dno —1)?-+ sn2a(t+ A?)] sn?u — sn?a =o, 


ce qui nest une idenulé que s! 


Smee =0- enadnga--r=o 
ou, simplement, 
ST 2 Oe 
Donc (n° 12) 
2h A AP 


toutefois, « n’est période que sin est pair (IV, V). Les périodes 
sont donc 4mK et non 2rnK, comme l’élévation au carré qu’on a 
effectuée ferait conclure. 


2° cnu. — Soit 
cn(u+a2)=cnu; 


on aura (IV) 
en?(u-—+ a) = cn2u, sn?(u+oa)=sn?u (a = 2mK); 
en réalité (IV, V) m doit étre pair. Les seules périodes réelles de 
cn sont donc 4mK. 
3° dnu. — Soit enfin 


; dn?(u +a) = dnu; 
on en déduit 


dn2(u + a)=dn2u, sn?(u +a) = sn2u (a = 2mK). 
Et en effet, ici (V), 
da(w+amK)=dnu: 


3 


dnu n’admet que les périodes réelles 2 mK 


CHAPITRE I. 


FONCTIONS sn, cn, dn POUR LES VALEURS IMAGINAIRES- 
DE LA VARIABLE. PERIODES IMAGINAIRES. ZEROS ET POLES. 


I. — Définitions de snuz, cnut, dnuwut; 
sn(u +i), en(u+ i), dn(u-- iv). 
dS aS O1L 
(1) a“? = sn? ul = sn?(— ut), 
ou il est un peu plus simple d’introduire — ud; cela permet 
d’écrire 
; : f. ax 
xv = sn(— ut), AE ———————————— » 
7/9 V(i— 2?) (1— kx") 
Te du ie dx 
ed |). er 
oe V( 1—2?) (1— hk? a?) as V(t — 1)(1 — k2 w?) 


Nous allons transformer cette dernicre intégrale en nous ser- 
vant d’un procédé usuel qui sera exposé au n° 33 et qui consiste a 


poser 
I : k 
2 B= —— ¥?, )UIS —y=w, 
(2) leak es 
c’est-a-dire 
1— k'2 2 1 ,——— 
i —— pes ESV i— kiw?, 
\ hoa L 


On a successivement 


ee kw ae 
kVi— Kk? 
. 1—K2y2—f2 — ke? 
ONE i eng ear See ee 


1— k2a2= k'?2 wp, 


oie k'2w k 
C= 
ty ia Pras Fre ® 


Mg dw 
u= SS —— 
ik V(Ui— #2) (1 -— Kk? w?) 
Ge ‘ 
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Comme on le voit, (#2?—1) (:; — A? x?) est ramené a la forme 
canonique 
(1— w2) 1— Kk? w?) (k2 <1). 
La derniére égalité écrite revient a celle-ci : 


1 


Ke 


aie t dw -_ { i dw 
* Vii — ow?) (1— hk’? w?) ‘ V(1— w2) (1 — Kk’? w?) 


ou bien 


(3) u+H = id ; 
VOSS ie Keay 
avec 
Be 
Kk 
H =f dw : 
9 VUE #4) (1— k2 2) 
on déduit de (3) : 
(4) w =sn(u+H, #), = = sn(H, kK), 


puis (2): 


k' k ; I 1— k® sn?(u + H, k’) 
Ye en eH, ie. P= y= fr atic 


1— k2 sn2(u + Hy, k’) 
i? ‘ 


Vi1—k? sn2(u + H, kK’) 
z ‘ 


(S) Sn? 240. k)) == 


SIN Tie 12) = 


Yy a ey a . . . . 
C est une premiére définition de snué, qui n’a qu’un caractére 
provisoire. Pour aller plus loin, nous définirons enuz, dnui par 


cnui = /1 — sn? ut, dn(ui, k) = Wi— F sn2 ui, 
et il en résultera (4) : 


en(H, k’) = /1—sn2(H, F) = J ae (/ ait, 


dn(H, 4’) = /1— K2sn2(H, K’) =0; 


1 


. . . . e 
H est imaginaire, puisque (3) Vintégration i ae 
: V(i — 2) (1 — Rw?) 
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Es ; 1 I 

se fait en partie dans Vintervalle 1, 7 (z = ) pour lequel la 
L 4 


quantité sous le radical est négative; nous admettrons pour un 
instant (cf.n° 19) que la formule d’addition (1X) est valable 
dans le domaine imaginaire et nous écrivons, comme si H était 
réel, 

sn(u-+H, k') = ey 


en raison des valeurs trouvées pour sn(H, k’), en(-H, &’), dn(H, 4’), 
il vient 
dn(u, kK’) 


; 1 
sn(u+H, ar en(u, Kk)’ 


‘ 
portant dans (3), 11 viendra 
sn2(u, k’) 


IGE se Ry IE 


La formule (VIIL') montre qu’on doit écrire 


‘ Tiny Ue 
Sni( 7a ke) ia 
\ ’ 


(k2=1— hk? <1). 
Les formules (I) donnent ensuite, en fixant les signes par (VIII'), 
les expressions de cn(ué, k), dn(ui, k); en définitive 


; 5 Ss Je) 
sn (Ut, k) — yon(u, kK’) 


I 
cn(u, k’)’ 
| dn(ui, k) = din (ts, #’) 


en(u, kh’) 


(XIL) on (20s) 


19. Nous avons supposé valable la formule d’addition de sn. 
Les principales formules écrites jusqu’ici doivent donc étre véri- 
fiées directement pour les expressions (XII). 

Nous nous bornerons a vérifier la formule d’addition de sn. 


On doit avoir (LX) 


snutenve dnet + snet cnutdnut 


sn[(u+y¢)t]= g 


1— k+ sn?2ui sn? 0 


remplacons sn ut, ..., snvt,..., sn{(uw+ ¢)z] par les valeurs (XII) 


DE M. 2 
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que nous venons de trouver 


sn[(w+e), k'} 
en[(w-+¢), h’| 
sn(u, k’)cn(u, k’) dn(v, k') + sn(o, k’)cn(e, Kk‘) dn(u, k’) 
r en2(u, k’) en2(, k’) — (1 — Kk?) sn2(u, k') sn2(¢, hk’) 


Cette relation devant avoir lieu tout aussi bien pour A que pour fle 


il suffit de vérifier que 


sn[((u+¢), kA] sn(u, k)cn(u, k) dn(o, k)+sn(v, &)en(e, k) dn(u, hk), 
en[(u+v),k] cn?(u, k)cn2(v, kK) —(1— #2) sn2(u, k) sn? (9, hk)” 


ce qu’on écrira 


£ sn(u+ 9) snucnudny + sng ene dnu 
(6) 5 DS eee J) sn2 uw sne ae 
cn(u+?¢) Cn Ucn) —a(—— ee Sie Te Suet 


Nous nous appuierons sur deux relations : 


rt De 


sn? uw + en? vu =1, sn?9 + cn?9=T7, 


k2 sn2u + dn2u=1, k2 sn2¢ + dn?¢ =1, 


on déduit sans peine, en remplacant dans le premier membre de 
Pégalité qui va suivre cn?u, cn?¢, dn?u, dn? par leurs valeurs 


en foncuions de sn?u, sn?¢, 
(7) sn2ucn?y dn?» — sn?¢ cn?u dn?u = (sn2u — sn?) (t— 2 sn2u sn2¢); 
2° On a successivement (IX) 


(cnuecny — snusne dnu dnp) (sn? — sn2u) 
(sn? ¢ 4 sn?u)(1— kh? sn?usn2¢) 


cn(u-+¢9)= 


_ cnucne(sn? — sn?u) — snusne dnu dney(sn2» — sn? uy 


sn29 cn2u dn2u — sn2uen2¢ dn2p 


cnucny(sn29 dn2u—sn2udn2¢)—snusnednudney(cn2u—cn2p) 


sn?¢ cn2u dn?u — sn2u cn? dn2¢9 


__ (sne ene dnu—snucnudne)(sneenudnu + snu cne dnp) 


sn2y cn?u dn?u — sn2u cn2¢ dn2¢ 


snecny dnu—snucnudne 


sng cnudnu —snucny day 


Reprenons lidentité a vérifier (6) et remplacons cn(u + ¢) par 
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i / . oT . { 7 
expression qu’on vient de trouver, sn(w-+-¢) par sa valeur (IX) : 
snucny dny + snvenudnu 
1— k2 sn? u sn29 


snucnudne — snvyeney dnu snucnudne + snp cne dnu 
= —— —sFe 
snucny dnv —snvycnudnu I sn2u sn? + k2 sn2u sn2¢ 


(sn?ucn?y9 dn? — sn29 cn?u dn?u) (1— sn?u — sn? + Kk? sn?u sn?) 
= (sn?u cn?u dn?y — sn? cn? dn?w) (1— hk? sn2u sn2¢); 


(7) permet de remplacer 


sn?u cn? dn?2yv — sn? cn2u dn2u 


par 


(sn?u — sn2¢) (1— A? sn2u sn2¢); 
il faut ainsi montrer que 


(sn? u — sn?¢) (1— sn?u — sn? + Kk? sn? u sn?¢) 
= sn?ucn?w dn?» — sn? cn? dn? u 
= sn2u(1— sn?w) — sn?29(1— sn?2¢) — A? sn?u sn2¢(cn2u — cn?e) 
=sn?u —sn?9 —sn*tu +snto + k?2 sn2usn29(sn2u— sn?¢); 


si on met en facteur sn?u —sn?v dans le second membre, on 
retrouve identiquement le premier membre. 

Les formules d’addition de cn, dn, conséquences de la formule 
d’addition de cn (n° 13, 2°, 3°), sont par le fait méme vérifiées. 


20. Définitions de sn(u + iv), en(u+ iv), dn(u +e), —On 
définit sn(u + 97) par la formule d’addition (IX) : 


sn(vz, k)en(u, k)dn(u, k)+ sn(u, k) en(ot, k) dn(ez, k) 
1— k* sn?(et, k) sn2(u, hk) ‘ 


sn(u+ iv) = 


les formules (XII) donnent ensuite 


sn(u, k)dn(¢, k') 
psn, k') en(¢, k’) en(u, &) dn(u, k) 
en?(y, k') + k? sn2(u, k) sn?(¢, kh’) 


sn(w+ iv) = 


On a aussi, toujours par les formules d’addition (IX), 


en(u, k)cn(¢, k’) 


a en2(9, k') + k2sn2(u, k)sn2(¢, hk’) 
.sn(u, k)dn(u, k)sn(e, k’) dn(e, k’) 
5.7 ? 
cn2(9, hk’) + k? sn2u sn2(¢, kh’) 
ae ayy = dn(u, k)en(e, k’) dn(v, k') 


cn2(¢, k')— k® sn2(u, k)sn?(e, kh’) 
He sn(u, k)en(u, k)sn(v, k’) 
~ on2(e, kK) + k2 sn2(u, k)sn2(o, kK’) 
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II. — Périodes imaginaires de sn, cn, dn. 


24. Nous définirons la quantité K’ par 


raid 
(XII) K'= | 2S tty 
y(t ee) ae 


le module étant 4’, on a 


IVE 75) = hie 
HS 109) aN aya ik) = ty, 
dn(K’, k') = f1— k? sn?2(K’, kK’) =k, 
(XIV) sn(K, kh) 1, enh uli—=0), dn(Ke, kK) =k. 


22. Addition de iK' et de 2tK'. — 1° Ona( XII) les formules 


suivantes, qui sont un cas paruculier des formules (XIL) : 


sn(K’, A’) | 


sn(zK’, Bees Sessa Gye =D, 
“ F Al — T — 

MARC 12) = tah BY =O, 

Ke See 


MOLE 5) 


On a aussi (1X) 


sn(u, k)en(tK', &) dn(zK', &) + sn(tk’, k) cn(u, &) dn(u, k) 
1— k?sn2(u, k)sn2(7K’, k’) 
sn(zK’, k) . f 
on(ek Pda 
I sn2(tK’, k’) z 
i et [PIE 0) 
en(tK’, k) dn(zK’, 4) a cs. er k) dn(tK’, k) 


! 
sn(u + iK)= 


sn(u, k) + 


or 
sn(iK’, k) ee SOTR Bc cent Re ee ee 
mK Elan) CK) da 
sn2(vK’, k’) <i (SNe) cece) a 
cn(ik’, K) dnaK’, k) TUG Dihin rid ey aye 


il en résulte 


{ 
CNN Cae SAN) Se 
( ) ksnu 


On trouve semblablement, a aide des formules d’addition, les 
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expressions de cn(w + 7K), dn(w+ 7K’), et ona 


‘ [ 
sn(u-+ 7K’) = ———, 
( ) Asnu 
7 , t dnu 
(XV) / en(u+ 7K’) =— — > 
ko snu 
mate Cn Ue 
da(u+7tK’')=—z2z : 
- Sn i 


2° Il résulte de ces formules 


1 


sn (w+ 27K’) = sn[(u+ cK’) + ¢K’] = po en = snus; 


on calcule semblablement cn(u + 21K’), dn(u+ 27K’), et Pona 


sn(w+2tK')= — snu, 


(XVI) cn(u-+ 2tK’) =— enu, 


I dn(u + 27K’) =—dnu. 
23. Introduction de K". — Définissons K" par 
(XVII) K = 7K K"= 0; 


on aura, tout d’abord, 


sn(u—iK’) = sn(u+/K'—ark’) = SN 8) seer 
1K) = “Kia fK') = ( eK) = i dnu 
en(u—7zK’) = en(u+71K — atk ) =— en(u+ se raraer 
dn (wu —¢K") = dn(w +iK!— 2K) =— dn(w + ik’) =i; 
puis 
a pl Ae ee I me I ne rt dnu 
sage) Ne kisn(w—K) "ksute--K) = ens, 
oe Pee tpt AON IS yee tda(ie- KK). kk 
pee = ey earl ae aa sn(u—K)  & sn(u+K) -— honw 
7 eer 1 ORCE Bi, oo 4 COCA KK) 1 ey Smee 
dn(u+ K") = dn(w— K—7K’) = U sn(u—K) l TICES Sek er, 
ainsi 
Ocal 1 dnu 
sn(w + K") =— 7 ST, 
XVIII ee pee 
) (een (i Ke) Dena 
dn(u + K"’) =— eas 
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On a, de plus, 
sn(w+2K")= sn (u— 2K — 2atK’) 
= sn[(wu — 2K — 21K’) + 4K + 4cK’] 
=sn (w4-9K —27K’)= sn(v+2K)>— snu, 
en(u+2K"”)=cn (u—2K— aK’) 
=en (w+2K +-97K')=— en(u+2K)=. enw, 


dn(uw+2K")=dn (u—2K—2tK’) 


=dn (u+2K+ 27K’) =—dn(u+ 2K) =—dnw. 
| sn(u + 2K") =— snu, 
(XIX) % CU dia 2 KK) == eniee, 
dn(u + 2K") =— dnu. 


24. Périodes imaginaires de snu, enu, dnu. Périodes les plus 
générales. — 1° snu admet (XVI) la période 27K’ et, la période 
générale 2m/iK’, m étant un entier quelconque; la période la 
plus générale de sn est donc 


4mK +2m'tK’. 
2° cnu admet la période imaginaire 47K’, puisque (XVI ) 
en(u+ 4tK') =— cn(u+ 2tK’)=cnu; 
mais 2K + 27K’ est aussi période; en effet (XVI) 
en(u+ 2K +27K’) =— en(u+2K)=cnu; 


la période la plus générale de cnu est donc, en réunissant la 
période réelle et la période imaginaire, 


4mK + 2am’ (K+ 7K’); 
en partant de 4K, 47K’, on trouverait la période 


4m + 4m'tkh’, 


qui n’est pas la plus générale, comme on le voit par comparaison 
avec 4mK + 29m'(K + 7K’), 


3° dnu admet la période imaginaire 47K’; sa période la plus 


générale est 
2mK + 4m'tK’. 


he) 
ies) 
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On a, en résumé, 


\ sn(u+4mkK + 2m'iK’') == Snu, 
(XX) en[uw+4mK + 2m’ (K+ 7K’)| = cnu (‘), 
dn(u+2mKk + 4m'tk’) ==) dni 


on peut écrire 
/ 
en(u+ 4mK + 2m'K") = enfu + 4mK — 2am’ (K+ tK")] 
=cen[w+4mK + 2m'(K + tK")], 


en(w+ gmk + »m'K") = cnu; 


les formules (XX) deyiennent ainsi symétriques. C'est pour des 


raisons de symétrie qu’on introduit Ke 


25. Nous verrons au n° 27 que sn, cn, dn n’ont pas d’autres 


périodes. 
III. — Zéros et poles de sn, cn, dn. 


26. Zéros de sn, cn, dn. — Reportons-nous a l’expression dé- 
d ? } 
veloppée de sn(u +c); on voit que sn(w+¢, &) n'est nul que 
si, condition nécessaire et suffisante, 
sn( wu; k) = 0; SHINO LE) 8 
c’est-a-dire si 
“+ Ww = 2mK + am cK’. 
On procédera de méme pourcn uw, dnu. Les zéros de sn, en, dn 


sont ainsi : 


zéros de sn : amK + 2m tk’, 
XXI « 7éros de cn : K - omK -+ 2m tK! 
b) 
| zéros de dn : K+ ¢K'’+2mK + am ik’. 


27. Tutorime. — La fonction snu n’a pas d’autres périodes 
que 
4mK + amt’. 
Xeportons-nous, en effet, au n° 17; le raisonnement déja employe 


montre que si 
sn(u+a)=snu, 


(1) On peut aussi écrire, en posant m=w—uwu', m’=v+ ap! : 


cn[w+2(2n+yv)K+2(2p’+v)¢tK'] =cnw. 
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ona 
sna = 0, 
d’ot 
“4—=amK + 2m' ik’, 


En réalité, 


sn(u + omK + om ti’) =sn(u + 2mK) =— sn; 


il faut done écrire 
sn(u+ 4mK +2m'tK’) =snu, 


a=4mK+am'iK’. 


Le raisonnement du n° 17 s’applique encore ici acn, dn: sn, cn, 
dn nont pas d’autres périodes que celles indiquées (XX). 


28. Péles de sn, cn, dn. — Les fonctions sn, cn, dn restent 
finies si wu est réel (n° 12); leurs pdles ne peuvent donc étre réels. 

La formule donnant (n° 20) expression de sn (wz 4- ¢¢) montre 
que sn ne peut étre infinie que si lon a 


CHICCa A ==" el SIN CUauA == 02 
faisons done d@’abord, dans cette formule, cn(¢, A’) = 0; il vient 


SnCu) dine.) 
k? sn2(u, k) sn2(e, k') 
a 
ke sn(u, kh)? 


sn(u-+ ip k= [dn?(v, A’) = k?, sn?(e, A’) =1] 


sisn(u, A) est lui-méme nul, sn(u + te) est bien infini. 
Les péles de sn(w + 7¢¢) sont donc les valeurs de uw, » qui véri- 
fient les relations 


SINC, 1) = Oy CMC LOE 0). 
c’est-a-dire (n° 12), puisque wu, » sont réels, 


u=o2nKk, 9 =(an'+1)K' 
“ou 
u+iyvs=onK+(an'+1)th’. 


Ces pédles sont aussi poles decn, dn (I). 
Il n’y a pas d’autres pdles puisque nous avons fait entrer en 
ligne de compte tous les zéros de sn (n° 27). . 
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Enfin, ces péles sont simples. En effet, pour u = 0, 
k'u 
kK? sn(u, k) 
a méme limite que le rapport des dérivées 
Ke 
ke en(u, k) dn(u, kh)’ 
. . . k' + 7, soe 4 
limite qui est 7+ En définitive, sn, cn, dn ont pour péles, et ces 
péles sont simples, 
(XXII) polesdesn,cn,dn: ¢K’+o2mK-+.2m'iK'  (pédles simples). 
29. Tutornime. — snu, cnu,dnu peuvent prendre toute valeur 


réelle quelconque a. 


Il va sans dire que cela ne peut avoir lieu qu’autant que wu peut 
prendre des valeurs imaginaires uw, -+-U¢. 


Vig. 4. 


Kerk’ 


Tracons deux axes rectangulaires; sur l'un, on portera les quan- 
tités réelles wu, et sur Pautre les quantités imaginaires r¢. 


1° Quand w, purement réel, varie de o aK, snu varie de 0a 1; 


2° Quand u varie de Ka K + 7K’, c’est-a-dire prend les valeurs 


Kear (O05), 


K 6K") = ent6K’ _ I en(6K’, hk’) I F 
sn (NN) = ani’ ~ on(OK, K) an( OK, 7) dn(OK, K)’ 


dn(@K’, 4’) varie de 1, quand 4 est nul, a & quand §4=1; snu 


. eae 
varie donc de 1 a—; 
. 
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3° Quand u varie de 1K’ a iK’+K, 
I 


sn(¢K’ + G1) — leauuik 


waTiCl Gi en ee : 
é ksno &sink k 


On peut donc former le Tableau suivant : 


K Keak’ tk 
I 

NeW Tin Merten toc Oo r Z 
f 


° 


On formerait de méme pour cnu les Tableaux suivants : 


TAN ean Ree eS ISPs Kk 5) a 
CIs eee eee ae oO I Ee) 
FD Aas t  EE E ete a1! Kk O tK’ 
(Gand Rete Bemeon ine fe) k! 1 re) 


Ces résultats permettent de résoudre les équations 


Se Om 1 — 14). 


quels que soient a, 6 réels et léquation dnu = c, quel que soit ¢ 
réel et positif. Nous ne nous occuperons dans les Chapitres sui- 
vanls que des cas ot uw est compris entre o et 1 pour sn et cn, 
ou uw est compris entre 1 et A‘ pour dn. 

Les cas de a, b, c quelconques seront étudiés aux n° 283-285. 


CHAPITRE II. 


LES INTEGRALES ELLIPTIQUES. 


I. — Les trois intégrales fondamentales. 


30. sn, cn, dn sont des fonctions elliptiques. Les fonctions 
elliptiques sont des fonctions admettant deux périodes qui seront 
définies plus tard (n° 160) d’une maniére générale. Elles sont 
nées de l’étude des intégrales elliptiques, que nous allons 
aborder, mais elles dépassent de bien loin ce sujet. 


31. Soit une fraction rationnelle de la variable x et de 


~Agi+ Ba? -- Ga7-—-—Dz - E< 


polyn. en + polyn. en z <x VAa'+ Bei+ C2?+ Da+E 


polyn. en + polyn. ena x /Az'+ Bai+ C2z?+ De+ Fk 


= F(z, /Avt+ B2i+ Cr2+ Da+E); 


nous allons étudier l’intégrale 


fF, VAa'+ Bai+ Cat+ Da + E) az. 


Nous supposons ici que les racines du polynome @ coefficients 


réels 
Av'+ Ba3+ C2#?+ Dxa+E 


nous sont connues. Nous mettrons, ce qui sera effectivement pos- 
sible, ce polynome sous la forme 


Xy=A(a@?+ px+q)(e--p'x+q') (P39) P,q réels), 


puis nous ferons disparaitre les puissances impaires de la va- 
riable x en procédant comme il suit : 
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1° Sip=p’, il suffira de poser 


1 
LE NPS 


2° Sip >ép', nous y parviendrons par une substitution de la 
forme 
A+ pt 

I-72 


Cette substitution donnera en effet 


[A+ pe)y?+ p(A + wt)(t+t)+ g(i+t)?] 


x[A+ pep+p'A+ pteha+t+qd1+t)?]; 


les termes du premier degré en ¢ dans les deux facteurs dispa- 
raitront si l’on pose 

2hu + P(A + wp) + 2g =0, hut ph + )+2qg'=0, 
dot Von tire 


tart 


Mes Av. 3 
| Soisrarm Le 


P a \ 
done i et u. seront les racines de léquation 


SHG Ga 2 yrs Paes 
P—p |S ead 


= 0. 
Ces racines sont réelles si on a 
= 7 P= (gp =p7)(p—p Sis 
Appelons «, 6 les racines de l’équation 
Cpa g =0, 
y, 0 celles de Péquation 
w+ p's + g'=0} 


on aura 
p=—(a+), q = 48, 


PSs) eas 


substituant ces valeurs dans Péquation de condition précédemment 
écrite, elle devient 


(a8 — y6)?-+ [(a + B)y8 —(y + 8)aB](e+8—y—8)>0 
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ou 


[a?— (y+ 8)a+ 78] [*— (7+ a)B-+ 78] > 0, 


ou, enfin, 
ae) (Py C8 Oss 


si #, 8, y, 6 sont réelles, on pourra supposer la décomposition de X, 
en deux facteurs, effectuée de telle sorte que les racines «, 8 du 
premier facteur soient plus grandes que les deux autres y et 6. 
Chacun des facteurs « —y, «— 5, B—y, 8 —6 étant positif, dans 
cette hypothése, la condition sera sauisfaile. 

Si les quatre quantités a, 8, % 6 ou seulement deux d’entre 
elles, 2 et 8, par exemple, sont imaginaires, cette condition sera 
encore satisfaite, car les quatre facteurs du produit seront imagi- 
naires conjugués deux a deux et le produit de deux imaginaires 
conjuguées est une somme de deux carrés. 

Nous verrons un exemple de réduction au n? 38. 


32. Nous avons donc a étudier une différentielle de la forme 


Fl 2, V(anv2+ 6) (a x24 o’) | hie. 
que nous écrirons 


R(x) +S(2) V(ax?2+ b)(a'x?+ b') 


ee (R,S, U, V polynomes en z). 
Ula) +V(2) ((av?+ b)(ax?+ 0’) 


Nous Vécrirons 4 nouveau 


Se VO a RU—SVXi 7 SURV 


Uae V VX? U2— V2 Xy ee Ve es 
2 RUS SVR, (SUS ox, 
UV Xe UV XV 


X, = (axv?+ b)(a'x?+ 5’), 


ou nous savons intégrer la dilférentielle rationnelle 


RU—SVX 5 
Utes Vix 
—AV)X ; 
Représentant ogee par G(z), nous aurons ensuite 
At 


Gs 2 1 ey CEs), 
VX g VX 


G(a) — LAA, 
VX 


1° G(w#)—G(— 2) est une fonction tmpaire x(x); sil’on 


I 
2 
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Posie ==.t, 
o(t) de 


1 GS ae OEE a ee eee 
4 f(at+b)(at+0') 


: VX) 
différentielle qui s’intégre par les procédés élémentaires. 
2° Il reste done la fonction pazre 


[G(w) + G(—2)| 


2. 


= U(x?) 


et, par suite, la différentielle 


V(a2) dx 
paler ANREP (v fraction rationnelle). 
V(ax2+ b) (a'x?+ b') 
33, Réduction de (ax?+b)(a'x?+b') & la forme cano- 
nique. — Mettons en évidence les signes de a, b, a’, b'. Nous 


obtiendrons, pour la différentielle qui précéde, Pune des cing 
formes 


(1) 81= (a2) dw: (G— Ma) (1 — pte), 
(2) 0g = U(x?) daw: V(h? a? —1) (1 — J? 2), 
(3) 33= b(22) de : (atu pe), 
(4) 0, = U(2?) dx: /(hta*+-1)( 7?@?—1), 
(5) 83 = (a?) da : ((h2 a +1) (j2a2-+ 1). 


+ 


Ces formes se raménent toutes a la forme (1); dans les 
cas (2), (3), il suffit de poser 2? = a?— y?; dans les cas (4), (5), 
z*= y? — a*, et de choisir convenablement a?. 

Voici le calcul : 

Cas (2), 2? = @?— 7": 


m= Vey )y dy: (la — Pe 


NO Ne) a ae 


. he 9 
Si ao on prendra a?= 


VR? 7? 


ce qui est bien la forme (1), puisque hk? > 7. 


iz 
s I areas) I D) [ 9 I ) >) 2 
a=—o(% —Y )yd WW (4 ea) | (42-99) —1] 8 
——u ia 2 dy: I 2 he 2 a2 “> 
ae yp? noe Nee Pp le ( P i— hry )e 
i I . ; 
ca y e 2) dy: (/ 0s") (:- Z 


h2 7? . 
ap”): 
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Oe , il 
Pil 14,00 prendra a? = 7a et Von trouvera 


™ h I \ h2 2 \ 
6 = — —_—_—_—_— Vig ease ye Ly: fear 2 =e i. RoW, 
aa le ae VA h?) (: pe he? ) 


8 =— $(a?— y2)y dy: (at y*) [13 (a? 7?) + 1] [1 F(e@—y)); 
ic] on posera a? Ss et il viendra 
m= — 4 _4(5 -y*) ay: oe | 
Ary? \jJ® vay 


Cas (4), 22 = y?— a?: 


= ¥(y?—@)y dy: Viy— @) [h(y— a) +i [P(y?— @) — 4; 


posons h?a*—1=0: 


h h2 72 
a ee 


h? + 7? 


Cas (&), G2 = 92 — a: 


= U(y?— a? )y dy: Vip—a)[h? (y?—a*) +1) [7?(7?— a?) +1. 
Si /? > A?, nous poserons 1— a?/h?= 0, 


\ 


stl) FEO 
h 


seats Smee ae oe 
— = =i (9 a) ay yf hey) i Ve he 
af ee st 


Si h? > 7?, on posera 1 — a?7?= 0, et l’on trouvera 


< J ( av, » ( hey? \ 
— = ee d a 2 a ee 
oo ire =i y* 7 =) Wi ASAP ay 27) he — PP 


La forme (1) devient, a son tour, 


Wey Osea Val yi Key? yy | TO SK XY), 
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en posant 
hey, ji) si hes 


ou bien 
Diy i= i272, Si hae 775 
” 
On reconnatt la forme, appelée canonigur, du radical, dont 
ua été si souvent question jusqu’ici. On a eu un exemple de 


réduction au n° 18. 


34. Nous voici en présence de la différentielle 


U(a?) dx 


(t— w?) (1 — Kk? a?) 


oul, en conséquence, peut s’écrire 


(k2<1, ¥ fraction rationnelle), 


by b, Ore 
i PEN 2 4 2 aa! eet 2 
UV (a2) = Ag+ a,x? + Agxv'+...4+ apx?P+ ol tea ae 
Ao Ay An-1 
+ : +t ..E 
E= (a2— ec  (at— er. ‘ ‘ 


et nous avons a considérer les intégrales 


Pee See 7 
a= {75 = =f See 
lore 


X = (1i— x) (1— k? x), 


35. Réduction des intégrales 14), Joy. — 1° Ona 


2X S r2A+1 KX! 
bs sr gee X + = @h+1) 
(a®+4 /X) = (2d +1) a? V¥X+ - ee : 


Rs or Vx 


remplacons X, X’ par leurs valeurs 


7] 


X = (1— 2) (1— 2 aw?) =1— (1+ k*) a2 + he, 


NM =—2(1+ )xe t+ fk?23, 
il viendra 
(211 Vee (2A +1) [a?4— (1+ A?) o?42 + Kee grr+h)] — (14 ke 2) pt+24 9 kX gM+s 
VX 
2h +2 a\+4 
Cre es aoe ey ae yma ee 


Vx x ve} 


x 
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intégrons 
wd+! /X = (2h +1) Iy— 2A (1+ A) Ionga + (24 +3) Ls. 


Changeons } en }—1,\— 2, ..., puis faisons Aa, h=0: 


g-1 /X = (2 — 1) Ia,-9 — 2(A — 1) (+ Fay + (24 +1) R22 key 42, 


23 /X == 31,—2(14+ &)1,+- 5], 
2f/K =1h4+3h,; 


les intégrales I.) s’expriment donc toutes en fonction de ly, I, : 


I =f bey a L? AL. 
: V(1— 22) (1 — Kz?) V(I— 22) (1— Ka 
2° Ecrivons 
oe tg al ect 
/x (p+ vk | 5 Pee ae 
Py p2yr2 Sess x a B22 US 4 
7 Sp) + ep 1) + 2? — (op +1) keg — (1+ at aktat 
or? /X 
2 ea) te ee et (oe eek 
SG eh ee 
= — (2@-+ 1) ———= + 2p (1+ hk?) ——~ — (2p —1)P* 
Uv. 


ave i av TR V2 Wi 2 
intégrons; nous oblenons encore une formule de réduction 


Vx 


Sartice (22 +1) Joy+et+ 2B(1+ RK? )Jou— (2p —1)K Jays. 


ier 
VX 


x 


=—3J,+20+7)J,—PI); 


la formule est encore valable pour %=0, comme on peut s’en 
assurer directement par dérivation : 


eS ga ei Partly eae 


Nous sommes donc encore ramenés a 


hes f Fae = J ee EE = 
VG — a) (1— ka?) JG—@)U— Pa?) 


DE M. 3 
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36. Réduction de 1,(1,—J.). — On écrira 


ia aa un? dx 
; Vi — #) (1 — k? x?) 
a (1 — kK? a?) dx rd dx 
rh 2 SS ke? Pisa 
i ff dx Ef. 


Les intégrales I.), Jz, sont donc ramenées a 


1— k2 x? 
——-= f JES a. 


Se Intégrates [ Nous nous contenterons de 
mete 


r emarquer ap 


bree c ah (x? ee 


ce qui raméne |’étude de ces intégrales a celle-ci, seule, 


iM ax ; 
il (w— 0c) /X 


38. Cas ot le polynome Axv'+- Bx? + Cx?+ Dax + Eest du 
troistéme degré (A =0). — Ce cas peut se ramener, comme il 
suit, au cas du quatrieme degré. 


Nous supposons connues, a-t-il été dit, les racines de ce poly- 
nome. Mettons une racine réelle « en évidence, et écrivons, 
comme il suit, la différentielle 


fle, Ve —14) (#8 + p2+q)| dx. 
Posons « = a-+ ¢?; la différentielle devient 


at fi(a+2), Ve+aP+ ple+a)+qldt 


= re \/ (+2 Ev 4s) G + of a ed | dt. 
2 2 i 


Si p?— 4q > 0, 11 n’y a plus qu’a poursuivre les calculs comme 


au n° 32. 
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Si p?— 4q <0, on fera disparaitre les imaginaires comme il 
sull : 
Posons 


On aura 


X=(?@—A—Bzt)(#—A+ Bz) 


SV Ae ye Bi) (¢ A= Bz) (@ eA Bo): 
Sl 
VA+Bi=a- bi, VA—Bi=a— bi, 


Ret a— bi (ta on) (t+ a Ot) (2 + 01], 


ou les facteurs ont été groupés de maniére qu’en effectuant les 
produits on trouve 
X = |[(¢—a)?+ 6] [(¢+ a)24+ 62] 
= (?— 2at+ a?+ 62)(24 2at+a?+ b2), 


ou les imaginaires ont disparu. Conformément a ce quia été dit 
au n° 32, nous poserons 


foxd A+ Py 
ee Eee 
et il viendra 
X= 2G lO + py) —24(k + ey) (ry) + (art 2) (1+ y)?] 


Omiay )* 
«x [A+ py)2+2a(Q+ py) (i+ y) + (att 67) (1+ 7/7] 


I 
Cee fees 


+ 2[Ap—a(h+ p)+at+ bh] y+ M—2ah + a%+ By 
< }(p?+ 2ap+ a?+ b2)y? 
+2f[Apta(A+y)+a2+ B)]y +24 2ak4+ G+ bel; 


les termes en y disparaitront st 


Au —a(A+ p)+a2+ b2=0, Apta(At+p)+at+ b=o, 


Aut at bt=0, A+ p=0, 


A=t (as 62, p=— Va? OD, 


et X s’écrira 


X= eae Noes 2au.+ a+ 6?)y?+ )2?—2ah+ a?+ 62] 


< [(u2+2ap+ a2+ b?)y2?+ 2+ 2a4 + a+ 5b? ]. 
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] est facile de calculer a, 0, var+ b2, — Soit 


A-+ Bi=p(cosp +Usin¢); 
on aura 


ane 4 ) ahi 
a+ bi=YN+Bi= 52 (cost + isin ®); 
2, 


or, 


20 


y oS hee Ar oe? 
? 


a 


2 


oO 


z 
ao 
se 
| 
gee 
R 
+ 
I> 
Page 
+ 
=~ 
& 
| 
i 
\| 
= 
+ 
S 
R 
+ 


a*+ pa+tg est positif puisqu’on a supposé p?— 4q <0. 
ll vient ensuite s 


= 


2 2 
a= pcostt = A+V7A +B =i (-2-24 Varpasg). 


2 2 


—=A-t/ A+ BP 


2— I ee ee ie Zz ) 
b p sin? — - eh tS VO Pag), 
a+ b= Vet patgq, 

A=t+ Vet pata; p=—W2+ pa+g. 


a=(/t(-.—24varparg), 
2 2 
bay /i(+a+ 24 yeaparg). 


Il suffira de porter ces valeurs de i, », a, 6 dans la derniére 
expression écrite de X et dans 


Pes A+ py 
eer eee 
39. En résumé, l’intégrale 


f¥, /X) aa. 


ou F est une fraction rationnelle et ou X est un polynome en « 
du quatriéme ou du troisiéme degré, dont on connait les 


oo 
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racines, se raméne aux trots intégrales fondamentales 


dx “he Vi— ka? on 
(XXII) J Vu —#)a— kx?) fi— x? 


[ i ie alee noe oe Pg ry TE 
J) (#?—c) fu — 2?) i— B22?) 


auxquelles Legendre a donné les noms d’intégrales elliptiques 
de premiére, deuxiéme et troisiéme espéce. 

La constante k qui figure dans ces intégrales (A? <1) se nomme 
le module des intégrales elliptiques considérées. 

Si lon change de variable en posant 2 = sing, ces intégrales 
prennent les formes suivantes : 


> dt 
{S[= [virB sin2e 49, 
Yi—k*sin2o ‘ 
omen an 
J (sin?o— ec) V1— k? sin?o 


La premiere de ces trois intégrales a été étudiée. Nous verrons 
bient6t ce qu'il y a lieu de dire de la deuxiéme et de la troisiéme ('). 


(XXIII) 


II. — Les intégrales elliptiques fondamentales considérées 
: au point de vue des limites d’intégration. 


4). Soit Vintégrale 


i. dx : 
eV On he?) - 


ou les limites d’intégration ont été mises en évidence. 
Cette intégrale n’est réelle que si 
I 1 
Ce ey. ou SUAS Oh Zi ou GO} 


nous supposons que ces conditions sont réalisées. 


, . T r 
I. Sia, b< — 77 en posant 2—=— y, on est ramené au cas 


ou a, b>. 


(1) Un exemple de réduction, ot |’on rencontre les trois intégrales fondamen- 
tales (XXIII'), est donné par la recherche du centre de gravité de laire d’un 
ellipsoide quelconque : Hzercices et lecons de Mécanique analytique, par R. DE 
MONTESSUS, p. 18. 
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ll. Si —1 <a; 6 <1, on éerira 


b 0 b 
a 20) 


selon les signes de a, 6, et l’on sera ramené a deux intégrales de la 


forme 
“ 
ik ROARS 1) 5 
a0) 
4 I I 
par exemple, si a= — ee b =? 
1 
ea. 
1 any 
73 
puis, posant v= — y, 


Nie 


=a dz hi 
a a a oe 


TES z eed he 7 <6, nous poserons d’abord 


whe 


hess 


I A Vo t 
C= — JUIS — = 6; 
y ? I I: 


il viendra 


= 


~2 
K 


ie dx a dy 
a VU — 2) (1— #2?) e/a (0-4) 


= ip dat 
Ht fi Va—®)(1— Re) 
. bk 
ou 
i ve: he: 
Pai oe yy mente 


on est ainsi ramené au cas Il, 
41. Des considérations semblables s ‘appliquent aux intégrales 
de deuxiéme et de troisiéme espece. 


CHAPITRE IV. 


CALCULS NUMERIQUES CONCERNANT LES INTEGRALES ELLIPTIQUES 
ET LES FONCTIONS sn, cn, dn. FONCTIONS elu, E(2), (9). 


I. — Calcul des intégrales elliptiques de premiére espéce 
et des fonctions sn, cn, dn. 


1 
42. Calculs directs. — Développons (1—k?sin?¢) * par la 
formule du binome. La série obtenue sera convergente, puisque 


IGA SINE) OV 


On aura 
? =e Kk? : Imo en 
(j— A? sin?g) ? =1+- —sin?o + — sinto 
: 2 : Deets 2: : 
Deo Kone 1.3...(2n—1)k” , 
+ ——- sin’o +... sin?”o +.... 
SAO) : DUI OAS, oO i 


Intégrons et posons 


6 
ba= f sin?” © do; 
0 


(XXIV) (s) w=F(9)= | 


v5 Vi — k*? sin?o 


il vient 
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Les intégrales [,,, se calculent par récurrence. On vérifie en effet 
par dérivation que 


sin2”—1 © coso 2n —I ; 
[ sin do = — pe MAG Se, Se [ sinse-0g do, 
< et on rye 
Sn? No COS una 7b ——k 
Ty), = — ————— + — lin-2. 
2n 2n 
a T a d 4 
Si o = -—, cette derniére relation devient 
2 
2 —T 
( on) oe \12n—2 )at» 
dot 


Zit) I 2 1 
(lanade= oS (lanai ves ade =f de = 5 > 
Mee Dea ool MO Ie) Te 
(aed pe Sy A ee 
et (s) devient 
: Tt \ i |? lige i fee 
XV i oe eee Or ete eee 
(XXV) (=) K i+ B [=| ce 


La série (s) n’est utilisable que si & ou sing sont petits. 


43. Si k n’est ni voisin de zéro, ni voisin de un, on modifie 
Pintégrale (s) par la transformation de Landen, que nous étu- 


dierons dans le Chapitre V. 
44, On concoit ainsi qu’on ait pu construire des Tastes Numi 
RIQUES. 


Voici une Table abrégée de Vintégrale elliptique de premiére 
espéce. On a posé k= sin8(k? <1). 


CALCULS NUMERIQUES. i 


TaBLe 1. — Intégrales elliptiques de premiére espéce. 


Valeurs de 8 (kK =sin0). 
Valeurs (9° ———————arrrr 


de 9. (22 1522 30°° Hse 60°. ae: 90°. 

0. 0 ) ) o 0 0 Oo a 
5... 0,087 0,087 0,087 0,087 0,087 0,087 0,087 # 
LOG. 175 17 175 175 175 175 175 a 
Altos 262 262 263 263 264 265 265 ll 
90... 349 ~350 351 353 .-354 | 356 356 a 
1 EIS re pall sega en = 
BOve 524 525 529 536 542 547 549 De 
BD oc 611 613 620 630 641 651 653 = 
AQ... 698 702 712 FO, ThA 757 763 AUIS 
BB yacc 785 790 804 826 851 873 g81 ) Sir 


DOs. 873 879 $98 928 965 907 LOL 
55... 960 968 QOS LOS I OSOm MIN ToS 154 


i 

ie 

aN 

ww 

a 
i 

ual so 


60... 1,047 1,058 1,090 142 Dy a) 

65... 134 147 187 354 349 453 506 I 
Osc 222 237 285 370 494 647 fa) 3 
Toe. 309 307 385 488 649 871 2,027 s 
80... 396 418 485 608 812° 2,134 436 z 
Siar 48h) Soke S850 731 e883 SBT | RS 
OU NO lean Ie OO Sen TnOCOMmLNOCO Kuma Lome W700 oo "fe aS 

Nore. — On trouvera une Table plus étendue a la fin du Precis élémentaire 


de la théorie des fonctions elliptiques de Lucinn Livy. 


USAGE DES TABLES NUMERIQUES. 


45. Ces Tables ne servent pas seulement aux calculs concer- 
nant Vintégrale elliptique de premiére espéce. Elles permettent 
d’effectuer les calculs ot figurent les fonctions sn, cn, dn. Voici 
quelques exemples. 


46. Prostime 1. — Connaissant uy et k, calculer snuy,. 
La Table donne la solution. On pose 


k=sin6, SN Up = SiN Gp; 


la Table donne 9, les Tables de logarithmes ordinaires donnent 
ensuite 

SIN 9, 
c’est-a-dire 

Sn Ug, 
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E'xemple : 


[ a 
k= ae Uy = 0,456. 


Ici, = 30°; en descendant la colonne 30°, on voit que 9 est 
compris entre 25° et 30°; une interpolation par parties propor- 


tionnelles donne 
Oo = 27°: 
puis 
log sin %) =1,6570468, sin) = 0, 45399, 


SN Uy = SINS) = 0, 45399. 
Si w est plus grand que les nombres 1,571..., 1,598,... de la 
derniére ligne, il y a lieu d’appliquer la formule 


SRN CTA 1 ON) Oe 


soit, par exemple, a calculer 


I ay 
sn( 4,372), [= > = sin 30% 


ici encore (colonne 30°) 


iw is 
, 5 
a ds ; do 
Ke Ip : = ————— Ons 
ly TaN ¥o Y1—sin?30° sin?o 
\ a(S )) Sunes : 
2 
sn(4,372) = — sn( 4,372 — 2K) =— sn(4,372 — 3,372) =— sunt, 


et l'on cherchera le nombre 1 dans la colonne 30°. De méme, 


I is 
pour k= =) Uy = AT. 
sn(5,541) = sn(5,541 — 4K) = sn(—1,203) =— sn(1t,203) 


et lon cherchera encore 1,203 dans la colonne 30°. 


47. Prosiime IL. — Connaissant uy et k, caleuler cnu,.— Ona 
CN Uy = COSGo; 
par exemple, soit 
[Gm =p UW == Or (Gio 5 


ona 


§ = 30°: 


puis, comme pour sn tly, 
Oo = 297", 
log cos%) =1,949809, 


CN Up = COS%) = 0, 89101; 
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comme pour sn, 11 y aura parfois lieu d’appliquer la formule 
en(u+ 2K) =—cnuw. 


48. Prosréme IIT. — Connaissant uy et k, calculer dni. 
On calculera sing,, c’est-a-dire sn uy, et l’on aura ensuite 


dnuy=+ V1 — k? sn? to. 


49, Prosreme TV. — Connaissant snitg, ou cntto, ou dn tig, 
calculer uy (il faut que & soit donné). — On a 
log sn Uy = log sin go, log cn uy = log cos %%, 


formules qui donnent 9); au croisement de la ligne ¢» et de la 
colonne 4(sinf = £), on trouve tp. 


00. Il y a lieu parfois, on l’a vu, de faire intervenir la quantité 
2K (cf. n° 46, 47). Ul faut done calculer K a l'aide des nombres 
de la ligne go® ou plutét de la Table II. 


wT 
Taste Il. — Valeurs de Kk = eee = sinQ), 
hs Vi—ksin2¢ 
0. I. Q. ee 6. Ke 0. IK. 
) i) te) Oo, 

Ovsan ley Blese  Magloe! WEN 2,652 84.48. 3,798 
rece halen A) el OF TE ee A FOS Sane 35.092 
Ae T0789 La a ORD: HO soya Dy Ghee: SSE SOO OOo 
hon Wty Sake 44... 1,840 Toe 2,833 S8Gncee 45003 
Sly S 46... 1,869 hes 2,903 SG, 24g An 007 
10M 8S 48... 1,901 78 2,979 86.48 4,274 
{25.1588 50:2 1,936 TQ hee OT 008 87.42... 4,407 
Wing The SOS) Aria Matis) UBS Sorc Sloe 87.36... 4,562 
16... 1,602 DA OROIS 80.24'.. 3,193 telscg con things: 
[See 1,680 Edin DSO) 80.48... 3,234 88.24... 4,965 
Ore eT O20 Bisons Biko tls any ay) 88.48... 5,253 
22. 1,030 USS Daag Sik GOeee oo 22 89 in. Nah se 


Dine RLM OAS Bom Daa Sorat 
PAOnone WAITS O4tes W2.279 82 24... 
2S eee FO CG 2044 82.48... 
30... 1,686 OSa 42.0 Sane c : 
See My AOS TMS De KOS 83.36... 3,588 89.54 . 7,737 


wR 
iS 
o) 
ive} 
ite} 
bo 
Ss 
nr 
eo) 

aN 
Or 


w Ww ww o 
Ww vo 


Or 
i] 
io) 
CO 
N=) 
is 
~ . 
Ni 
° 
a 
a 


Sense Wa Thee 2.55% oP Somos DACOD CU eeese ee) 
SOs I y7al [2 ee 22.600 84.94... 3,720 


Voir la note du n° 44. 
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II. — Calcul des intégrales elliptiques de deuxiéme espéce. 
Fonctions elu et E(¢). 


51. Il existe aussi des Tables des intégrales elliptiques de 


, r 


deuxiéme espéce. En voici un abrégé. 


Taste Ul. — Intégrales elliptiques de seconde espéce. 
Valeurs de 6 (k = sin6). 
Valeurs  —————— 
de 9. 0°. Wap. 30%: 45°. 60°. {ee 90°. 

Om: (6) ) ) ) (6) fo) fe) S 
5. 0,087 0,087 0,087 0,087 0,087 0,087 0,087 any 
10... 175 17 174 174 174 174 174 & % 
ise. 262 262 261 260 2.60 259 259 & | 
90... 349 349 347 346 344 343 340 LE lee 
Dons 436 435 433 430 426 424 423 ee 

Use 524 522 518 512 507 502 500 & 
SB. 611 609 602 593 583 576 574 —s 
40... 698 695 685 679 657 647 643 | | 
4B... 785 781 767 748 728 713 707 | & 
50... 873 866 848 823 795 774 FOOT Pe 9- 
3B...  g60 g52 928 895 860 830 819| & |e 
60... 1,047 1,036 1,008 964 918 881 866, FS fa 
Gigs 13) 019) OOD mie OOS 974 926 906 ll i 
eee 222 2.06 163 099 «1,026 965 gfo | = at 
Lone 309 201 240 163 076 999 966 | © o 
80... 396 376 316 227 122 1,028 985) —s 
Si)oe 484 460 392 289 167 053 996 & I 
90... 571 544 467 351 211 076 1,000] = 

Tv 


’ Taste IV. — Valeurs de E = { Vi— k%sin20 do (k=sin6), 


Lay 
6, i. 0. Hi. 9, E. 8. E. 
1) oO oO fe) 
OR Ort Qe TOOK AS ro 1,324 TI LOL 
etek 570 PAI ee 492 DORE 306 Agee 084 
Maer: 569 VAoK ee 480 Dens. 287 One 069 
Omar 566 Be oe 467 SYilie Ve 268 eee 054 
Sy. 563 Bhan be 454 562. 249 S0le. 043 
LOS. 559 Behe 440 Dosh 230 SQ 028 
De ore 554 Abo 4 425 GOze QI 84... O17 
WN 548 Bie ae 4og G2ee 192 86... 009 
Ds oo 5AI AO... 393 64... 173 88... 003 
AS) 533 4D... 376 66... 155 902. 2,000 
20 irae 524 4A... 359 Oe og 136 
De 514 46... 342 Tc 118 


Voir la note du n° 44. 
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52. Fonctions elu et E(o). — Aux intégrales elliptiques de 
deuxiéme espéce se rattachent des fonctions d’importance secon- 
daire que nous allons définir. 

La fonciion elu est définie par 


(XXVI‘) elu= f dn2u du; 
0 
ona 


ul 
elu =o) (1— k® sn2u) du 
0 


ou, pulsque sing = snu, 
cose dy = cnu dnu du = cos¢ Vi—* sin? 9 du, 
aN EET TNE 
ye sin29 


“ 
au= [ Vi— k*sin®9 do, 
0 


sino = snit. 


OU = 


On écrit aussi, et cela définit la fonction E(¢), 
ONY 
E(9) = | Vi—k?*sinzo dy. 
x 0 


Si Von introduit la variable z = sing, ona 


elu f ees ovale (a= Jsni). 


I— x? 


En résumé, 


clu=B(p)= f dn2udu 
0 


a® x 
=/ Vin Bante dy = f tee 
0 e/0) 2 


(XXVI2) 4 ae) 
o= ieee 
OE wan 


? 
=| Fae 28 Va—a y (1 — Kea?) 
( )( y 


On posera, en outre, 


: 
(XXVI) B= [ Vi— sing do; 
0 
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on démontre, comme au n° 4, que 


; AT 
(XXVIII) [ Vi Psinte de = 2. 


0) 


53. Ona 


ie fae. eed 
B(r+9)= fo V¥1— k*sin20 do 
9 


e 
=| Vo dos f Yi— k2sin20 do; 
‘ ' ‘ 
Ut 


70 
la derniére intégrale peut s’écrire, en posant 9=7-+ 4, 
“9 

/ Ji—Psintgd) ou E(o), 

eG 
en sorte que 
(XXIX) E(nr+o0)=2E + E(9); 
on a aussi, puisque sing = sn, 

i 
sin(m+ ©) =— sing =>— sn“z= sn(u-+ 2K), 

d’ou, puisque E(¢) = elu, 


E(n+9)=el(u+2K); 
par suite (X XIX) 


(XXX) el(u+2K)=EH(9)+2E=eluw+2Kk. 
La fonction elw n’est donc pas périodique : elu n'est pas une 


fonction elliptique (n° 30). 


54. Voici quelques intégrales qu il est utile de connaitre. 


Ona 


(1) Ale sntudu= 7 f (1—dntu)du= 4(u—elu), 
0 “0 yy 


(2) i ontudu= f (1—sntu)du= Lelu— A" u (k2=1—k?), 
0 “0 : ke 


rere 


00. 1° On vérifie, par dérivation, que, 4 une constante pres, 


cnudnu du 
———— =— — —k? J sn2udu; 
snu sn2u 
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il en résulte (1), a une constante prés, 


du re enudnu cnudnu 
(Sy) =—? | sn2?udu = u — elu — ————; 
sn2u : snu sn u 
or (VII) 

T I 1 I 
= — 2nk(k——)—..., 

sn2u ts 1\ ut TEN h 

La 2k So ae Sala 
Ke 3 


ut 
ha | dn2u du 
0 
is k2u? \ 2 ss ae k2u3 
= 1— sited = (i— Pw+...)=u— + 
a ) 
0 0 
uP I? u? 
a — eto 
cnudnu D) 


snu 


u — (k2+-1) 


portant dans (3), on vérifiera que 


(XXXI) —i+f ( I — 4) dus us elu— SE 
u iy sn2u ae 


u2 snu 


. 


2° On a, encore a une constante pres, 


du snudnu 
k? = —— —f? |] cn?u du, 
en2u cnu 


(XXXII) a du snudnu 
0 


d’ot (2) 


—— = ——_—_. —elu+k?u. 
cn2u cnu 


3° On a aussi, a une constante pres, 


k'2 du I snucnu 
= | — =f | dn2tu du — —— ; 
ke dn?u ~ kh? 


dnwe 2 


on en conclut (XXVI') 


: eA ee , snucnu 


= 
“NI 
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56. Théoréme d’addition de elu. — Changeant ¢ en — ¢ dans 


la troisieme formule (IX), on trouve 


dn2(u + ») — dn?(u— 9) 
= [dn(u+¢)+dn(u — ¢)] [dn(u + ») — dn(u — ¢)] 


=—fk?snucnudnusny cny dny : [1-- k? sn?u sn?¢]?; 


intégrons par rapporta ¢; C(w) étant une fonction arbitraire de wu, 


cnudnu: snu 
4 +)+el(u—v) = C(u) — 2—.—_.——__: 
(4) el(u+e) + el(u— 9) Cy ° 7 — sn? u2 sn29 


1° Faisons ¢ = u dans la relation (4) : 


cnudnu:snu 


el(2u) Ga) 2 ge OPS ER 


retranchons de (4) 


(5) el(u+¢) + el(u— oe) 
2cnudnu 2cenudnu 
= el 2u — —————————q€— — ue _. 
snu(t— k2sn*u) snu(t— kA? sn2usn2¢) 
sn2u — sn? 
= el2u-+ k* sn 2u—____—____; 
1— k? sn?2u sn? 
or (IX) 
snucnedny+snecnudnu snucne dny —sneen 
sn(u + ¢)sn(u— ¥) = ——————_—_— as 
1— k? sn?u sn2¢e 1— k? sn2u sn2¢ 


__ sn?ucn?¢ dn?9 — sn?¢ cn2u dn?2u 

a (1 — Kk? sn?u sn?¢)? 

sn? u(1— sn?9) (1 — k? sn?e) — sn?2o(1— sn?2u) (1 — k? sn2u) 
(1 — k* sn? u sn2¢)? 


_ (sn? —sn7¢) (r= ent a snac) 
(1— k* sin? u sn2¢)? : 


en conséquence, on peut écrire (5) : 
el(u+¢)+ el(u—o)=elou+ fk sn(u+)sn(u—v)snau; 
remplacant “+, U—V, 2U par U, v, U+ ¢, 
(XXXIV) elu + ely —el(u+v)—A*%snusnesn(u+¢). 
2° Faisons ¢ =o dans (4) : 


2elu = C(u)—a2cnudnu: snu; 
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retranchons de (4); i] viendra, aprés réduction, cette autre formule : 


snucnu dnu sn29 
1— k* sn2u sn?v 


(XXXV) el(w+e)+el(u—v)—2edu=—2k 


57. Caleuls numériques concernant les fonctions elu et E(¢). 


Ces calculs se font A Vaide des Tables du n° 51. 


58. Prosréme 1.— On donne u= uy et k; calculer eluy= E(9). 


On pose k=sin§, snuy=sing, d’od 9 (Table I, p. 41); 
elu se trouve dans la ligne 9, et dans la colonne 9) (Table IL, 


p- 44). 


59. Prosréme Il. — On donne elu, et k; calculer uy. 


Soit k =sin9,; on cherche le nombre elu, dans la colonne 4, 
de la Table III; soit y) langle qui correspond a la ligne ou se 
trouve elu); Wu, se trouve dans la Table I, ala rencontre de la 
ligne 9, et de la colonne 4. 

Exemples : 


. I 
F° Soient k= =) = 1,189. On a 
2 


5 = RYold 
et (Table I) 

Cor 65°, 
puis (Table I) 


elie— 1.080, 


TG: 
Tso ©° ae a 
1,085 = f (J 
0 


sin? dg. 


ale 


oy Sorent el wy — 1,069 - K = =; §, = 30°; la Table II donne 
oo — Goce 


Uo se trouve dans la Table 1, 4 la rencontre de la ligne 65° et de 


la colonne 30° : 
Un hore 


rly 


60. Prosrime II. — On donne uy; calculer | sn?u du. — Cela 
0 
DE M. 4 
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revient (n° 54) a calculer w,— eluy, ce qui raméne au probléme fe 
ly 
On donne k et ef sn2udu= uy, — eluy; caleuler o. 
0 


On forme la différence des nombres des colonnes 4) (sin9) = k) 
des Tables I, ILI, et l’on cherche uw) = elu, dans ces différences ; 
langle 9» se trouve dans la colonne correspondante. 

Exemple : 


k=» Uy — elUyp = 0,1023 


les différences des colonnes 4, = 30° des Tables I, If sont 
0,087 —0,087 0,175—0,174 ... 1£,187—1,085 
) 0,001 a 0,102 Sas 
Vangle o) correspondant a 0,102 est 63°. 
On en conclut (Table I) snup = sings, .. 


61. Prosreme [V. — On calcule de méme { cn*u du (n° 54). 


62. Il y a lieu parfois de calculer E, comme on doit calculer K. 
La Table IV le permet. 


III. — Intégrales elliptiques de troisieme espéce. Fonction II(¢). 
63. L’intégrale 


dx 
So) | ee ee eee 
(ere c) VU— 2) (— Fa?) 


contient tro’s quanttés variables x, c, k, On ne peut en construire 
des Tables. Si w, c different notablement lun de l’autre, on peut 


écrire 
I I Cc c2 c3 3 
x aes a eal sr an ais Yan oe Saar COS 7 
1 I x a x . 
pags 5 ek he 


se reportant aux notations du n° 34, on aura 


l=J,+cJ,+cJgt+c3Jg+... (oar); 
1 I I 
Pe 


I, Onan (Chea 2,) 
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le calcul de I se trouve ainsi ramené au calcul d’intégrales J,,, 
OU a5: . 

64. Le plus souvent, il faudra calculer I par les procédés 
d’approximation des intégrales définies enseignés dans les cours 
d’Analyse (cf. par exemple C. Jornan, Cours d’ Analyse, t. IL: 
Calcul des intégrales définics). 

Un autre procédé de calcul sera indiqué au Chapitre XX. 


65. On écrit, en posant encore sing = snu et en définissant une 
nouvelle fonction II, 


Il(@, m, k) 4h 


0 

? de ; 

i sinto —c) /1— Fsin2o. 
0 T / rf 


si l’on pose encore sing = snu, 


ua uu wu 
du I du ° du 
II(9, m, |e) = [ at i ee RE: =i ene =n 
i SP Ile ave fs snu+ Vc wf snu—j(/c 


: ei? A I 
joue donc ici le réle 
+a 


ov dx 
(#2?— ce) fua— 2?) (I— kx?) 


= dans Vintégration des frac- 
snu-+t- Ve 


tions rationnelles. 


CHAPITRE Y. 


CALCUL DIRECT DES INTEGRALES ELLIPTIQUES DE PREMIERE 
ET DE DEUXIEME ESPECE. 


66. Les Tables des pages 41, 43, 44, de méme que les Tables 
tres incomplétes qu’on a calculées jusqu’ici des intégrales ellip- 
tuques de premiere et de deuxi¢me espéce, donnent seulement une 
idée des valeurs de ces fonctions. Il est nécessaire de connaitre les 
moyens de les calculer directement. 


I. — Calcul des intégrales elliptiques de premiére espéce. 


67. Transformation préliminatre(').— Soit un demi-cercle O; 
soit un diamétre AOB; soient deux points M, M’ du demi-cercle. 
Menons MA, M’A, MO et jJoignons encore M et M’ a un point K 
du diamétre AOB. 


Fig. 5. 


Nous désignerons par 9, ¢ les angles MAO, M’KO et nous sup- 


poserons que les points M, M’ sont infiniment voisins, en sorte 


(') Connue sous le nom de transformation de Landen. 
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que, R étant le rayon du cercle, 


Ee 
MM’= RdMOB = peg HOB =2Rdo, 
MKM'= dv; 


la relation 
ae 
MM’ — sin MKM' 


NICS Tones 
sinMM'K 


‘ Se ea . 
peut donc étre écrite, en remplacant sin MKM’ par MKM’ et en 


Pw ; 
regardant MM’'O comme angle droit, 


2Rde _ dy 
K beat eae . 
Me cosOM'K 


D’ailleurs OK = a, 


MK = R?+a2+ 2aRcos29 =(R+ a)? cos?¢9 + (R—a@)? sin®9, 


Beta ee eae 
R2 cos?OM’K = R?2— R?sin2?OM'K = R2— a? sin? 


donc 
2do ¥ dav 
V(R + a)? cos?g + (R — a)? sin?@ i: Vy R2— a? sin? d 
ou 
2 dg I dv 


er jo eee, Cee 
“(Rea © Re at 


Si Pon pose 


a I. Hig. Rae 

Bo” (R+a)? , 
dot 

2Vk 
(1) k = : vhs ’ 
ae ky 
cette relation devient 
aR do ay 


R+4@ /r—Rsin?o  /1— k? sin? 


Intégrons les deux membres; 9 et 4 étant nuls en méme temps 
puisque l’angle MAM’ est infiniment petit, 


cL eed a de -{" 
R+a : Vyi—Psinte SS 


a 
bo 
a 
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© et v sont liés, comme le montre la figure, par la relation 
sin(2g¢—v)isinb=a?iR, 


(3) sin(29—w) = ky sin. 


68. Transformation de la relation (3). — Les calculs numeé- 
riques exigent qu’on établisse des formules aussi bien adaplées 
que possible a ceux-ci, quelle que puisse étre la longueur des 


transformations nécessaires. Ecrivons 


2p ee pa (Yaa rie Poy ae 


-6 
-G 


(3) devient 


¢) 


= k, sine cos(¥U—o)+ k; cose sin(¥ — o) 
r T EY, ry T “5 


sing cos(¥ — 9) — cosy sin(y 


ou 
sin© sin(l — 9) _ sine , sin(t¥ —o) 
cosa —-cos( se s(¥V—o)’ 
se cos(¥— o) cOS% cos(¥ — 0) 


tango — tang(lU —¢) = fA, tango + *, tang( — 9), 


c— 
tang(¥ —o) = “tango. 
: I ky . 
Si lon pose en outre 
i) 
Ke tang* =, 
on en déduit (1) 
0) 
2 tang — 
k= - 5 = sin 0 
t+ tang? — 
a5 
et 
, 0 
1 — tang? 
2 
tang(¥ — 9) = p tangy = cus6 tang g, 
I+ tang? — 
O55 
2R 2, <6 
=) Cos?—- 
R-+a fy > 
I + tang? — 
2 
Done, s1 
. () 
i k=sin6, k,=tang?-, 
(4) D 


tang(¥ — 9) = cos6 tangy, 


la relation (2) s’écrit 


he do = I es dy 
Kc ouaias |. een amet ae 
9 
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69. On posera ensuite 
E = @, 
ky = sin 9, kg tang?) 


tang(¥,;— Y) = cos6, tangy, 


et l’on aura de méme 


Ly EA D4 
V1 — Kk? sin? v Bienen et 
on 


continuant la méme transformation et posant en général 


§ 


. n 
sim SN), Aya = tang? —, 
2D 


tang(U, — Yn-1) = cos, tang vay, 


on aura 
Wea 2 Vn 1 
dy 1 AY, : 
Ss V35302)#)>"—]— 
V1— kz sin?y wv) > COS? On hi Vi— AR, sin?by 


0 
2 


par conséquent, 
AU i 
: dy 


(5) i ic ees yee ee ae 
0 Vi—A?sin?9 jn costs cost 22... cos? ™ o  VI—Kay, sin? 


70. Simplifications dans ce calcul. — Ona 


0 os 
cos 0, = V1 — sin?6, = fi1— kh? = ey | —tang* = aS 
eS; 


de méme 
/ 
Vcos0 Vcos9,, 
cos0, = 5 tees cos 9y4, = ———3 
0, 9 9n 
cos? — cos? — 
2 2 
done 
V¥cos0cos0,...cos$,—1 cos9, 
cos0, cos@,...cos0,+;= ; ae? 
i) a Oy D1 2 Vn 
cos? —cos? —...cos?-—— cos? — 
2 2 2 2 
I /cos0; cos§s... COS9, COS? On +4 
§ 9, Vcos4 


9 1 
cos? — cos? —... cos? 
2. 2, 
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En outre, si ,,, est suffisamment petit, on pourra prendre 


Vn d Vn 
ip ieee tees aah dl =v, 
~2 in2 
' 1—k?., sin?h F 


La formule (5) deviendra donc 
Vcos0; cos0.... cos, cos? On41 Yn 


? do 
Vcos6 2" 


) Yi—ksin2o 
0 jo Pay hd 2 


Tl. Une derniére simplification est nécessaire. — Lorsque le 
module k, est devenu trés petit, le calcul des modules suivants 


peut étre simplifié. 
Soient 
F i) 
ky, = sin 6), kyon = tang? —; 
on a identiquement 
K+ = J 
2) Oe 
(=) cos! 4 
4 2. 
donc 
k2 
x n 
logkhn+i1 = fae — (log cos aP 
mais 
9, er, ; Sa 
con == sy + sin8,-+ V1 — sin, in 


Développant et négligeant la 4° puissance de sin, 


On ) ase 
log cos — = log(1— g sim? < , 


ou, puisque 9, est trés petit, 


dot 
logkn+1 = log ; 


les logarithmes écrits sont les logarithmes ayant e pour base 


. Dans 


on 
NO 
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les calculs, quise font avec les logarithmes vulgaires, on écrira 


+2 
ki 


M. 
Logo kn+1 = Logio 350 as ae sin?6,, 
4 2, 


M désignant le module 0,4342 9448. 
On trouve de méme 


M. Q, f 
Logi) cos0,, = — = sin? 0,, Logi) cos — =— —sin?9,. 
2 
72. On peut se rendre compte, par une construction géomé- 


trique, que les modules k,, kz, ... tendent rapidement vers zéro, 
ce qui est essentiel pour les calculs que nous faisons ici. 


Zz 
Construisons en effet la courbe 
_ ave 
: marae 
et la droite OT, d’équation y =<. Il est facile de voir que 


s.DM=k 
ejahe alee = eres 


CC] C= BK =k 
Of = BE At f 


et que CL, BK, AH. .,. c’est-a-dire 4, kz, k3, ... tendent rapi- 
dement vers zéro. 


73. En résumé, ¢ et k étant donnés, on calcule 4, 4,, 92, 93, ... 
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par les relations 


sin§ = &, 
: 0) 
sin 0, = tang? i. =e 
: , O14 
sin 0.= tang?— = ho, 


aibsieie 
On 
sin9,44 = tang? ny Beene 


puis 4, Uy, bo, ..., Yn par les autres relations 


tang(¥ —o )=cos8@ tangg, 
tang(¥,;— WU ) = cos6, tangy, 


tang(t.— v,) = cos, tangy, 
tang (Up — Yn) = cos 0, tang Yp—1 5 


On—t 


uand kp, c’est-a-dire tang? est suffisamment petit, on calcule 
| ’ § 


ke Cig, dae ea Reet Sates 
449 ou tang eek puls COS Vy ets s1 on le juge a propos, Cos a Pp 


les formules 


, On 
Cane : 
loo » Onit los: 2 M,. 26 Moe 634: £48 
O210 tang aaa — ies er eae eas age LS ny = 0,04 42 944 ; 
2. 4 2 
M. 
logyo cos 9, =—-ysin? Ga, 
logy cos = =——sin?6,: 


on aensuile, pour v, suffisamment petit, 


Vcos8; cosy... cosO, cos?Oni; Un 


i me = 
> Vi— Kk sinro Vcos0 2” 

On peut aussi calculer ces intégrales par les procédés indiqués. 
au Chapitre XX. 

II. — Calcul des intégrales elliptiques de deuxiéme espéce. 


74. Nous allons calculer avec J. Bertrand (Traité de Calcul 
différentiel et intégral, Calcul intégral, p. 703) Vintégrale plus 
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re 
P= | (A -+Bsin2y) as 
“0 Vi— k* sin? o 


qui se réduit a Pintégrale elliptique de seconde espéce pour 


? 


AW Ts B= — 


Nous ferons encore 


es 


F)) i sin, ky a tang? 5 


~ 


b 


y) = cos§ tango, 
ce qui équivaut (67) a 
sin(2o— wv) = ky sin; 


on en déduira, on I’a vu aussi, 


do R+a dy 1+ ky dy 
2 ROO OO OO ae eee 
fi— k2 sin?o 2k 1— k2 sin? 2 Vi— A? sin?v 


. a . 
puisque 5 = k,. On a aussi 


2 sin?9 =1-+ k, sin?4 — cos \/1— AF sin? VU; 


par conséquent 


ke ‘ EBS 
pate CLAS coy a MN ee asa OE 
2 0 Vi— k? sine 2 2 
B Bk 
AG A SS Be 15) — a 


2 


L’intégrale P est done ramenée a une autre P, de méme forme 
etl’ona 


eee ’ dl 
P = ="! (P,—>Bsiny), Bis (A,+ B, sin) 
D 2 h 1— k? sin? 


répétant la méme transformation, 


I+ ke I , " : ae ayy 
P, = ——(P,— -B, sin, }, ee (As-> 65 sin?) ) 
2 2 /9 Vi— kz sin2dy 
u 
pan His I : a he dv, 
Ry = 2 (P,— 7B: sina) P, ={ (A3-+ B, ed) ee 
2 2 he V1— 2 sin?bs 
Jon SRST 5 AORADEE Oe PESTON RY ON HOPS ied Oueo Ore er dhs Oe a tenOa eeOrD cecenea. one RENE 
Un 
I+ Knoi I . ; : AY n 
PS Se (| Peet = B, sin Vn : [Prac (An+tit Bri sin? v,) SSS 
2 2 / 0 Vi— kz, , sin?Y, 
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On en déduit 


(8) gem eeetist la tl 7p 


1 [+8 sin (1+ ky) + — By sin ¥y(1-+ ky) (1+ ke) 


2 


+ sins (1+ ky) (s-+ hy) (t+ ks) +... 
x 


el sin dal + ky) (1+ hy). (tnt) |: 


gtr! 


Cherchons maintenant la valeur limite de B, lorsque n croit 
indéfiniment. On a 


By = +Bhy, B,= —Byho, ore Bn= + Baska, 


@) B= Se Bee Pe | es) Ly ee 
9 ? 2 gle 


Or, k, tend vers zéro (n° 72), donc B, tend vers zéro quand n 


croit indéfiniment. De plus 
I 
Ay =A + 5 B, 


Ay =A, + —B, = A+ -(B+B,), 


dot 


(10) A,=A+— 


i+ 1) = =) tris (==). Reve- 


. 73. Evaluation de Pry ( 
— 2B 2 
nons a la relation (2). Ona 


; aR oR 2 


ae a Reo ay a I+ ky 


et (2) devient 


2 do id dy 
(+h /i—sintg Yt—kpsin@y 
de _ ith, dy 


Vis k? sin? ones” Vit k? sin? v : 
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de méme 
dv I+ ke dv, 


ry ime 0 —? 
Vi—kj sin?y 2 yi—k?2 sin?y 


dV, a Bt Ks AV n +1 


oe SK ; 
ea | y 2 PERE OY | 
Vi— k2 sin?b, 2 Ji— k34, Sin? Unes 


par multiplication, 


do = (1+ fy) (1+ kz) (1-+ Keng 1)) Avn+1 


== oe > 


V1i— A? sin2o 2 2 2 Vi— Apa, sin? Un+s 


48 de _ (+h) Cee (1+ kn) Yack AVnv1 
av — kei © 2 a 2 ‘ Vi— k2,., sin? Vn +s 


Park, trés peut, c’est-a-dire pour nr suffisamment grand, nous 


écrirons, comme au n° 70, 


! 
‘ Un+ 
aYn+t AYn4 Jn+4 . 
(1 1) = Av n+ = Yr) 
hi Vi— k2,, sin? Vas 


<0 


et il viendra 


aes if do zo SOL aa) 3 em ae 
0 Vv ; 


1— k2 sin2o 2 2 2 


semblablement la quantilé P,,, 


Una 
p . dv 
Pia f (Ans + Brit 1) 
0 VI— kj, sin? vn 
deviendra, puisque B, tend vers zéro, 


Vn 
(13) |e An+1 au Ant Un 3 


<0 


on obtient donc, par combinaison des relations (12), (13), 


Vi—k* sin2o 2 2 ) An+2 


ie do ath) Gath) (+knit) Pris 
0 


p I+ ky (T+ keg) cer Lite Kiet pb An+2 Pr+t A eek Cadre 
n+1 5 ( 2 ) 9 ) ae Ae n Viens. 
ev 0 ‘ 
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A n+2 t Prat 


tendant vers un, 
An Pre 


qu’on écrira, 


i+ k, 


\ /1+ ke 1+ kay i d¢ 
0 P (So pues yp 
(14) ual 5 ) 5 ( 2 4 1— &? sin®o 


76. Forme simplifiée de 


1B sinh (1+ Ay) + — By sin dy (+ Ay) (1+ Ae) 
1 : f 
oe 57 Bs sinte(1-+ ky) (1+ ko) (1+ 43) +... 
Cette expression peut s’écrire (g) 


Baie Bios I ; 
Z [sind AC hi) + Sy sim by 5 hy (1+ hy) (1+ hs) 


| Is I 
+ sy sims SS AKy Aa(t + Ay) (1 t ky) (1 t k3) t api 


or (n° 68) 
he 2 Vky 
1+ ky 
et, de méme, 
2 Wks aVks 
k= ? ky = ——-; ; 
I+ ke 1+ ks 


donc: 


(5) <B sinb(1+ Ay) + = Bi sind,(1+ ky) (1+ ke) 
ae =; By sina (1+ fy) (1+ ke) (1 hy) +... 


Bf »—. —— . — 
= aka sin + <Vkiks sin Uy < Vk kak sings... ; 


77. En fin de compte, (14) et (15) portés dans (8) donnent 


de ee do 
= A, —————— 
Vi—k sin?o > Vi— i sin*e 
B — —— . ae ‘ 
~ 3 (Vk sin) + = Vk hy sin dy + sa VEihaks sin bo +...) 


4 
P= f (A + B sin?@) 
0 


avec (10) 
A= Ato (14 Pests erressss Wal ae, 
D} ) 22 23 


formules auxquelles on adjoindra les relations du n° 73. 
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78. Intégrale elliptique de deuxiéme espéce. — Faisons A=1, 


= — k?2, J] vient 


? 
ais Vi—k*sin?o do 
0 
a va dg 
i ne ae 
é Vi— k sin? 


(Vi sin + = Vk sinh + 7 Vi aks sin ba .); 


k 
+ — 
2 
ke fy kik ; fe 
mar Efe gil fot), 
2) ‘ 2 2 


formules auxquelles on adjoindra encore les relations du n° 73 
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LES FONCTIONS pu, fu, du. 


CHAPITRE VI. 


LA FONCTION pu DANS LE CAS DU DISCRIMINANT POSITIF. 


I. — Définition de la fonction pw. Invariants. Discriminant. 


79. La théorie générale des fonctions doublement périodiques 
ne peut étre établie commodément en partant des fonctions que 
nous ayons considérées jusqu’ici. 

Nous allons introduire d’autres fonctions, moins appropriées 
que celles que nous connaissons aux calculs numériques, mais se 
prétant mieux que celles-ci aux études analytiques. 


80. Considérons Vintégrale 
dt 


VAR BE+ GE+D- 
la substitution 


F—=ma+n, m= 4, rn=— —5 


la raméne a la forme 


i; ax i dx 
—_—_—_—_—_—_—_—_—X—X—XS—X—X—XSass___-_- = a | 
a 4B— 25% — $3 V4(@ — e1) (a — €2) (2 — 3) 
ne 4 y+ €2+ €3=—0. 

Si Von écrit 


- ie dx ia dx 
= Se SS Se ee 
(XXXVI) = V4wi—g2% — 83 x V4(@— 1) (@— ee) (@—e) 


D500. 


on définit une nouvelle fonction pw que nous allons étudier. 
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Nous remarquerons des maintenant que 


du I beg 2 oS eee 
dx V¥4(@ — €1)(@— €2)(%— 3) V4(pu—e)(pu—ez)(pu—es) 
a = opt _ yu =Vipu—a) (pe -- 2) (pu— @3). 


Nous approfondirons la question des dérivées au Chapitre VIII. 
On donne aux quantités gy, g3 le nom d’invariants. On a 


&2=— 4(€1€2+ €1€3+ €2€3), &3 = her e2e3. 
Nous nous bornons ici au cas ott les quantités 92, g3 sont 
réelles, réservant pour le Chapitre XIiI le cas ott ces quantités sont 


imaginaires. Nous avons deux hypothéses a faire : 1° les racines é,, 
€2, 3 sont toutes trois réelles, ce qui correspond a 


pA Feah IEA a 
on dit que le discriminant A est positif; 2° une seule des 
racines @,, @2, és est réelle; ici 

A= 83 — 2783 < 93 


le discriminant A est négatif. 
Dans ce Chapitre, nous supposons que le discriminant A est 


posttif. 
II. — Relation entre les fonctions pw et sn, cn, dn. 


81. Nous supposerons 
€1 > €2 > e3. 


Parmi les formules qui suivront, un grand nombre sont en 
relations étrottes avec les ordres de grandeur respectifs de ¢,, 
€2, @;: Ul y aura lieu de ne pas Voublier. 


82. Faisons le changement de variable 


(1) Petia de a cose do 


sin? © sino 


dans la formule ior aay ); al vient 


u= ? 
(i 
Vei— es ——— sin? ¢ 
 e— es 


LA FONCTION pu, A>o. 


avec goes 
0o< —— <l, 
ey — €3 
puisque 
1 > €2 > 633 

on a donc 

—— ? do 

Ver— Ca 


: ? 
Co— Cera 
\/1- IS 
0 Ciaes 
sing = sn Vy ey ee 
(1) devient, en remplacant x par pu et sing par sny/ey —e3U, 


C1088 ye €3— €3 
(Oe, SSE 


XXXV = tas Soe  E 
( VIL) pu=eé3+ ET IESwS 


sn? /e,— €3 u 
_ Inversement, cette relation permet d’exprimer sn en fonction 
de pu (n° 210). 
83. Voici deux formules importantes. On a 
€14 — 63 [ eg, — &3 
pu—e,= e;—¢34- —_—____—__ = (e, — es) | ———————— — + — 
sn? /e;— e3u sn? \/e,— €3U ZI 2 
I dn? Ve; — eu 
= (€;— €3) ( SS — &* ) = (41-3) —__ 3 
sn2 Ve: — eu sn? / é4— €3uU 


on a aussi 


é;—e 
SU ey a ee 
sn2 Ve; — €3u 
€;— 3 . cn2 Vei— e3u. 
= (€,— és) = a =) 
sn? Vey— e3u sn’ Ve1— esu 
ainsl 
an? ~e,— e3Uu 
Te a att 
: sn? /e;— 3 
(XXXVITJ) 
en? Ve, — e31 


pu = e,+ (e,— és) ——— 
sn? /e,— €3 


Dans ces formules, Ve, — e3 peut étre regardé comme positif, 
u pouyant prendre toutes les valeurs de — «0a + 0. 
Il résulte de la formule (XXXVII) que pu est une fonction 


paire. 
III. — Périodicité de pu (A>0). 
84. Période réelle. — On a(XXXVII) 
€1— €3 


et 2 
sn? Ver — €3U 


pu=e34 
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introduisons la demi-période réelle 


& 
2 do 
, V1 — k4 sin2g 
€ 


€4— @3 
sn?2(\/e,— eg + 2K) 


Cian ce 


de sn; on peut écrir 


pu = e344 


= 65 


——— 2K 
sn? V Gyaes u ies 


Ve tas 


Définissons la quantité w’ par 


wla 


ihe K = I [ dx (12 _. €2— €3 ) 
(2) WV ey— 3 Vey es , Vi— Kk sin?o 


ie dx 

= —. , 

e, V4("— €1)(@ — €2)(% — es) 

formules équivalentes, comme le montre immédiatement la rela- 
tion (1); on aura 

(3) pu=p(u+ 20’) 

et aussi, évidemment, 


pu=p(u—20’). 


Cette demi-période w! est susceptible d’une autre forme remar- 


quable. 


Faisons le changement de variable 


(€;— €2) (€3— es) Seat (a= 63) (eae 


v2 > €g+ y a 
Vi G5 bf ha 
dot 
_ (@1— €2) (€2— es) , 
laa, L— ey i} 
ona 
ei — @; ak) 
@— e=— (e102) (1-4 18) = (ae) ZS, 
€4 — @2 ) = 
L—e3 => (€2— 3) (:— =") — Gas 
—, — es 
diz= Mess ese 2 aay. Toil dy ; ? 
Cy ie) en VA 1) Cy ee) es) 
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ce que nous écrirons 


Oe da 
(4) o's | esha Nee tl sha 
Je, V4(@ — €1) (av — ez) (@ — es) 
85. Période imaginaire. — La formule (XXXVI) donne 
encore 
pu=e3+ ea, ere ae 
a ———— Cs = 
sn? /e,— e3 sn2(Ve,— e3u + 20K’) 


€1— €3 
——- 20K a 
sn? V/e,— é3 Uu + =) 
vei e3 


nouvelle quanulé purement tmaginaire w" par 


= 344 


définissons la 


wl 


i Kc I ds 
—- =-———]S = Ssd —__—__ —— ———. 
Hel Cee, Vey es é Vi—k?sin29 


' €,— €3 e163 
k2 = (— R=. — —— = —— <1, 
€g— €3 &4 — €3 


et revenons a la variable x (1); ona 


Cia C3 
SS 
sin? © 
Aen (Di Os) NI eA, 
(Ee ie OS 2S ea ee 0, 
sin? GIG 
; 1 3 
w! lar Gai dx : 
nk 2 PEE Pe a ae 
si Ve — es) (a — €1) (a — €3 — €1 + En) 
si l'on pose 
wo=—Eteyt 3, 


ona 
» 


cae | ee eS 
et ee 


uv 
F ro) F eos pats ‘ 
et l’on voit que —est réel et positif si e, > e2>>e, sont réels, 
U 


? 


comme c’est le cas ici. 
Faisons le changement de variable 


€1— €2) (€3 — (€1— €2) (€2— 3) 
piles Ne es) Ce Meme) a4), 
S— e3 35— ey 
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dou 


€2— @3 \ gum ey 
—§+e= (e,~ en) (1+ 2=%) — (Ci 62) 
Chips B—e 
Beagle arn pe 
(€;— 2) (€2— &3) . 
ae aay eens rea mm 
il viendra 
w" a dz 
— —— 
é if V— 4(%— 1) (4 — €g) (4 — ea) 
ou bien 
e4 
ed 
ey i /4(a — €:)(@ — én) (a — 3) 
a dx 
zs > 
es V4(@ — 1) (@ — eg) (x — <3) 
et lon aura 
(6) p(u+2w")=pu, 


et aussi évidemment 


p(u—2w")=pu. 


86. Demi-périodes fondamentales. — Ecrivons 


io dx 4 
W, = ————_———————. = uv’, 
e, V4(% — &1) (% — eg) (4 — es) 


ne dz 
XXXIX ne ‘ 
ae J 7S Se 


ie dx . 
he =="Diae 
e, W4(@—e1) (@— ey) (x — es) 


Bigs 7: 
€ . 
3 ee e2 


1° Ona 


& es ey 
W1 + W2-+ W3 ={ +f ae é 
es ey ay 
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d’ou 
(XL) O,+ Wet 03=0 (1); 
2° D’apres les formules (2), (5!), (5?) 


z 2 


Oo, = 


K [ do G eo 2) 
SS ————— ————— 2 — ————. }, 
(XLI) / Var—e,; Ver—eJ, Vi—Ksin?g e1— 3) 


ie dx 
Wy = eds 
| o, V4(a—e) (x —e2)(w— es) 


NG 
(5 = 


ue 
i ir de 
3= = —— ee wees ee 
(XI) Vei—e3  Vey—exJ, Yi— Kk? sin?g 
t= 18); 
~ Gees i 


3° D’aprés les relations (3), (6), (XX XIX) ct d’aprés le calcul 


suivant 
pP(u + 2wW.) = p(u — 2w;,— 23), 


= p(u— 2w'’— 20"), 
= p(u— 2w’), 


= pu, 
ona 


(XLII) p(ut 201) = p(u+2W.) = p(u+ 203) = pu. 


Les quantités 2w,, 2W2, 23 sont appelées périodes fonda- 
mentales de pu; 23 porte le nom particulier de période com- 
plémentaire; on Vintroduit pourrendre les formules symétriques. 


87. Période la plus générale de pu. — Quels que soient les 
nombres entiers positifs ou négatifs m4, mz, m3, on a (XLII) 


P(U + 2My Wy + 272_We + 27N3W3) = PU. 
L’expression 


2M Wy + 2M We + 2723 Wz = 2M, W1 + 2M_ We — 2773(Wy + Ws) 


= 27,0, + 2NeWo = 2N,w'+ 2No7zw" 


est la période la plus générale de pu. 


(1) Ila été jugé préférable de prendre wo, =— w,— w,, au lieu dew, — 0, — 5, 
eomme on le fait souvent. 
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En effet, on sait (n° 27) que doutes les périodes de sn \V/e, — es 
sont comprises dans la formule 


41 


celles de sn2y/e, ae, qui (XX XVII) sont aussi celles de pu seront 
toutes comprises dans la formule 


K K’ 


Ol ON SY SS DIE 
Ve;— es Ve\— e3 


88. Expressions de pw,, pws, po;. — Ona trouvé (XLT) 


ie dx 
WwW, = ; 
ey V4(@ — e1) (@ — 2) (@#— 5) 


la définition de pu donne 


ey = py. 
De plus, 
fe dx fe dz (aa 
See — + 9 i — — (On 
Jp, Vilw—e1) (e@—e2)(@—es) J, ¥ J Vv 
donc, puisque pw est une fonction paire, 


Cy = p(— We) = Pa 
en troisieme lieu, 


@ eg ey ro) 
[ == f +f +f = WW, + 3+ W, = W3+ 2013 
“es ee */@, ey 


il en résulte 
€3 = p(w3+ 2,) = pws. 
En résumé, 


(XLIV) POr= 4), PW2= é2, Po; = é3. 


IV. 
89. On a (IX) 


Formule d’addition de pu. 


sn(u+)= snl ene dny + snevenu dn 


I— k? sn2u sn2¢ 
sn2ucn29 dn2° — sn2e en2u dn2u 
es 5 NAB oe So ah PERE NON ISS oy 
(snucny dne —snecnudnuw) (1 — k? sn?u sn?¢)’” 


LA FONCTION pu, A> o. a 


Our 
sn2ucn2y dn?¢ — sn2p cn2udn2u 
= sn?u(1— sn?) (1— h2 sn2¢) — sn2¢(1— sn2u)(1— A? sn? wu) 
= sn?u(1—sn?9 —k? sn2v + k2 snty) 
— sn?9 (1— sn?u— fh? sn?u+ h2 sn*u) 
= sn?u—sn?v+ hk? sn2usniv — k? sn2e sntu 
= (sn?uw— sn2¢)(1— k2 sn2u sn2¢); 
donc 
sn2u — sn2° 
sn(u“ +e) = , 
snucny dng —sneenu dnu 
sn?ucn?¢ dn?9 + sn? en?widn2u ) 
i I ( —92snusnycnucnednudne | 
/ 


sn7(u + v) (SiS sini) 
{sn-3wen®y dn?¢sn-*» + sn—29 cn? dn2usn-*u | 
) —osn-%uenudnusn-3ecne dne \ 


(sn-2 uw — sn-?9 )? 


nous remplacerons, dans cette identité, w par \/e,—e3 u, v par 


Vey €, 0, U+¢ par Ve, —e;(u+ 9), et nous tliendrons compte 
de ce que (XXXVII, XXXVIIT) 


I plu + e)—e3 
a = ae ae ee 
an® /é,— e,(u + 0) Hii {23 
1 pu— e [ pe— es 
= 5) = pee pe a 
sn2 Vi: Al Es sn2 Ve1— e30 €4— 63 
en2/e,— e3u pu— é en? \/e;— e39 pe—e 
oa — ? ee Cee 
Sh2 V ép—— ent N= C& sn? /e,— e30 CN 23 
s a ee ee 
dn? Ve,— e3u pu— é€> dn2 /e,— e390 py — és 
SE = ? ee ee 
sn? /e;— e3u Ciaaes sn? Ve; — €39 €1— @3 


formules qut ont pour conséquence 


cn Vey es dn epee ~ V(pu— é1) (pu— és) (pu—e3) 


a, 3 


sn3 Ve, 


C3 (é,— €3)? 
V 4a’ — e,) (a — e2) (a7 — e3) 1 dx 1 piu 
DN(Cilaaes)e (€1— €3)7 BN SEs Ne 
ey re lf 
en Ve; — e39 dn Ve; — 30 pY 


sn3 \/e;— €39 2(e,— e3)? 
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(7) deviendra 


om = a we Diegee: 
(pu €3) (pe—é1) (pe — es) (pe—es3) (pu é1) (pu —é2)— = p up v 
plu + 9)—€3 = 


(pu— pe)? 
[ PPAR Le pe)—2(e, + €2) pupy—ez( put p?v) + €)e.(pu+pe) 


I 
} +(e:+ €)) €3(pu + pe) — 2€) €,€3;— 5PM pee, 


p(u+y¢) a (pu — pe) ta 


\4pupe(put pe) + 4ese2(pu + py) | 
/ + 4(e,;+ e,)e3(pu+ pe) — 8e,e2¢,;— 2p'up’e \ 
4pu—pe) 


Introduisons (p/u—p’v)? dont nous avons déja le terme 
—e2plupe: 
/ I9 
—p?u—p?2r+4(pupe s+ e;é3 + €1€2 + 263) 
xX (put pe)— 8e;e2e3;+ (p'u—p'e)? 


pA ee 4(pu— pe)? 


or, 
p?u= 4(pu— e)(pu— ez) (pu—es) 
= 4ptu + 4(e1é2+ €1€3+ €2€3) pu — 4&4 e2@3, 


pee = 4pie + 4(e1eo-+ €;€3+ e263) pv — fe) 23, 
— p?u—p?e =— 4(p2u— pupet+ p2e) (pu + pe) 


— 4(€, 2 + €1 3+ €2€3) (put pH) + 8 Ee; ese, 
et cela permet d’écrire le numérateur de p(u + ¢) 
SHU pe — pe) (pure pey ip u—ap 7) 
il vient en définitive 


Be ee ee 
(XLV) p(u+o)= 7 (ERP) pu— pe. 


90. Faisons tendre » vers uw dans cette formule; p!u— p's, 
pu — pe tendent vers zéro; on a done 


im (BeBe) (ate) ate 
PU—Ppe Jo=u \—Pp'P/omu pu’ 


par conséquent 


uy 
(XLVI) De ; Og 7 2P ee 


91. Addition d’une demi-période. — Ona 


U / 
pu—p'o, 


T 2 
p(U+o))= (aS) Pu— Por; 


LA FONCTION pu, A>o. 


NJ 
wo 


pw, est nul, puisque 


p?or= 4(pw;— e1) (pwr— ez) (pwi— e3), Por = é1; 


ainsi, 
I p2u 
p(ut+ w,) = — ———— — pu—- ea 
4 (pu—e)2 
(pu — e,)(pu—e,)(pu— ez 
= — u ae eco 
(pu— é) 
<p — ex) (pat —e5) — (p?u — ej) 
pu—e 
_ —(€2.+ €3) pu + e2€3-+ CF 
a pu—e 
€, PU + €2€3-+ eF ov, 2e7 + €9€3 
pu-— % ; pu—eé, 


€2€e— €1(€2+ €3) = 6 
pu— ey 


= ée4y+ 


(@2— 1) (€s—@1) 
pu—e 


=ée;+ 


On calcule de méme p(u+ 2), p(U+ ;) et lon obtient les 


formules 
aR ee asa EG eect 
pu—e 
os a (€1— 2) (€3— ee) 
(XLVI) p(u + Ws) = €g+ Pr ispesop 
- (€1— &3) (€2— és) 
ECTS = ss rer aaa 
92. Quarts de période. — ll est facile de calculer p(*). 


p “), p(2) a Vaide des formules du n° 16 et de la rela- 


tion XX VIL). On en déduira, comme pour les demi-périodes, 
les valeurs de p (w + ot) » etc. 


V. — Valeurs imaginaires de u. 


93. Définition de pui. — Mettant en évidence les invariants 
S2) Ss (n° 80) 
82, &3 [S2=— 4 (e1 eat €1€3+ C203), &3 = 4e1€2€3)]: 
° pP(U, £2, 23) = 3 + ee 
sn? /e,;— e3 (ui, k) 
Peas sand 


€:— €3” 
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remplacant sn? Vey e; (ut, k) par sa valeur (XII), 


: : cn? eres, k') 
Pe, 63°82) = a ee) ae ee 
sn? V/e,— €3(u, Kk’) 
Che C5 
_—— ey ; ? 
sn? Vie ea h ae ke) 
[ene fees 
ep ez Cpr Es 
2° p(u, £2, &3) correspond a 
€1, €2, €3 avec C4 > €2 > €3; 
p(u, $2, — ¥3) correspond a 
eh) Aye ENCE Die ees Sy BIG 
donc 
(— €3) —(— e) 
PCE, 82, — 3) = — & t 2 (eB 
gn? y/(— e3;) = (= ex) u a 
tas: * — e3— (— 41), 
we Cie 
=-e ee 
sna y @; == 63 ( a, k') 
me = — p(Ut, $2, 83); 
ainsi 


(XLVIII') 


pCut, §2, &3) =— p(U, 2, — 83). 


94. Définition de p(u+iv). — Nous définirons p(u +e) 
par la formule @addition de pu : 


if te 2 
p 0'U-— piip \2 : 
p(utiv)= Ce) — Pu — pu. 
Tout @abord, 
peu = 4 pul — go pui— g3 


Ph PAC Uy Bay Sa) Bee nea a) oe as 


'9 A 
ee PA ean ea 
OV HE tA NU Py NE 


Transformons la formule d’addition (XLV) en Pécrivant 


(4 piu — Se pu—gss)+ (4 po — sa po— gs)) 
Re ae —o2pup'’—4(pu+ pey(pu—pe) \ 
A(pu—pe) 
ee (4 pupe— 82) (put pe)— 293— 2pup'e. 
i(pu—pop 
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on aura 
4(pu— pie)? 
PG ee ON Ch) DU Ree es eee ee UP 
(XLIX) ¢ paper 


pu=p(U, §2, 83), pe= pe, §2, — gs). 


95. On peut définir une fonction pu : 
1° Par les quantités e,, 2, es. 
2° Par les ‘nvariants gy, 93, puisque 
4(@ — €,) (x —- 2) (@ — e3) = 423 — gou — B83, 


S2=— 4(€1€2+ €1€3+ €2€3), 83 = 4 e123; 


3° Par les demi-périodes fondamentales w,, w3 (a exclusion de 
la période complémentaire w.) que nous écrirons (XLI, XLII) 


| Tk 
rad 
I / do 
o, = ——— ey 
l= Co Sa CBs 
v {/1— SSS sinte 
Ci C8 : 
0 
8 
(8) a 
. 2 
l do 
Oe = SS ES Ee 
64 — 63 64 Cg .. 
. (/1— 2= 2 sinty 
| eo 15 28 


en conséquence, les notations 


P(U, e1,@2,@3) ou plutdt pu, 
PCY, 82, 83); p(u, M1, 3) 


sont équivalentes. 
96. Ecrivons de méme 
plu, §2, — &3) = p(¥, Qi, Q3) 


et cherchons les relations qui existent entre w, et Q,, w; et Qs, 
en nous rappelant que, on vient de |’écrire, 
P(U, 82, Ss) = P(U, M1, ws). 
A go, 3 correspondent €,, @2, €3 (€; >> @2>>e3); a 22, — Z's, 
correspondent — e,;, —@2, —é3, (— @3; > — es >— e, ); donc Q,, 
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78 
, se déduiront de w, et w; en changeant e, en —é3, €2 en — @2, 
e; en — e, dans les formules (8) : 
w 
1 4 do 03 
oO, = = 3 
2, ie 
vei es (/- 2 sin2o 
Ah CNA Cre 
a5 
Vat do 
= = 11; 


ainsi 
W3 rs 
Q;= vw, 


Q 


3 rs \ 
== F072, fin 5) Se iO = tee} 


plu, 82) == (53) 


Cela permet d’écrire (XLVIII') comme il suit: 
Ww \ 


(XLVIII?) p(uc, 1, w;) =—p («, +, Ae =— »( 5 


VI. — Poles de pu. 


97. Détermination des péles de pu. —Ona 
€; — €3 R 


ana saa * 
sn? \/e, — e3u 


pu est donc infini si 
sn VY ey e3 uo 


est nul, si (XX1) 


pu= e3+ 


a 


Vey — €3 Uy = 2m, K + 2amsik’, 
tK 


K 


Vei— e3 


+ 2723 


Ug = 2M, 
Ej == €3 


= 2m,0'+ 2m 3w", 
(L) Uy = 2401+ 2M3 Ws ( poles de pu), 
pu n’a pas d’autres poles, puisque nous avons fait entrer en 


ligne de compte tous les zéros de sn. 


98. Les péles de pu sont doubles. — En effet, 


(€1— €3) (U— 2m 01, — 2mM303) . 
» 


pu < (¥U— 2m,0, — 2™M3 03) 
= €3(U — 2Mm,H;— 2303) + 
sn? / ej en 
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Ss] 
1 — 214 W;,+ 27223 W3, 
O 
le second membre prend la forme as 


On lévera ’indétermination en prenant le rapport des dérivées, 
qui sont 


eee, aM oes sn Ve,— e3;ucn Vege dn Ve,— 63, 


rapport qui est encore infini quand sn est nul. 
Ktudions semblablement le rapport 


(uU — 2m, Ww, -- 27™M3W3)1+P 


(2) 


sn? ee Cg 

les dérivées premiéres 
(1+ p)(u— 2m, HW, — 27203 )P, 
2 /e,— e3 sn \/e;— e3u en Ve,— e3u dn Ve, — €3 
sont l’une et autre nulles quand 
U = 2401+ 2M303;3 
des dérivées secondes 
(1+ p) p(u — 2m, 0,;— 2303 )P—1, 
2(€;— e3) [ cn? VV 6¢e= CFU dn? Vel eau — sn? /e,— e3u dn? 6 
— k2 sn? /e,— e3u cn? Veer |e 

la premiére est 1+p si p=1 et osi p>1; la deuxiéme est 


2(€;— €3); leur rapport est différent de l’infini. 
On voit ainsi que les pdles sont doubles. 


VII. — Formule d’homogénéité de pw. 


99. On a posé (XXXVI) 


9) ue f. Ne LOE as (Ce = FO): 
x 22 


Vita nes 


La fonction pu dépend de gv, g3, qu’on met en évidence, 
quand il est nécessaire, en écrivant 


P(U; &>, &s): 
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Posons «=py dans (g); le polynome 42°— g,2 — gy de- 
viendra 


ae) 8&3 
(wy? — guy — a= (4 mo ) Ke? 
et (g) s’écrira 
” udy 
' 
u= ’ 
ee tN teh 3 
ic (4y Ta aoe 
ae y \ 
i dy 


dot 


comparant a (g), on a cette relation fondamentale (formule 
Vhomogénéité) 
(LI) HP (u Vu; aa :) = P(U; $2, 83). 
Cette formule est vraie pour 1=—1}; en effet, elle devient 
—plut; 82, — &3) =p(%} 82, Ss), 


alors comme on |’a trouvé (XLVHI' SF 


SS 0 


CHAPITRE VII. 


LA FONCTION pw DANS LE CAS DU DISCRIMINANT NEGATII. 


I. — Relation entre les fonctions pw et cn. 


100. A certains points de vue, les périodes notamment, il y a 
lieu de distinguer le cas ot une seule racine e, est réelle du cas 
étudié au Chapitre précédent, ot les trois racines e,, és, €3 sont 
réelles. 

Sil n’y a qu’une racine réelle, le discriminant 


A= §3—2783 
est négatif (n° 80). 
| Les racines ey, €3 sont imaginaires conjuguées, puisque le poly- 
nome du troisiéme degré considéré a ses coefficients g», 3 réels 
(n°? 80). On peut donc écrire (e,-+ e2 + e¢; = 0) 
ey , ey 


é:=— — +21, 3 = — — — 2.0 (@ >So): 
Gh) v3 


La quanuté k? = —— s de la formule (XX XVII) est ici 
a 


aT 
3e4 


hata eae 

Gt 
SD 

elle est imaginaire. 

La formule (XXXVII) n’a plus de sens pour nous. II nous 
faudrait effectuer la transformation du n° 38. // est plus simple de 
procéder comme tl suit. 

DE M. 6 
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Nous écrirons, au lieu de (1), (n° 82), 


I— coso 
a =e,+Htang?? = e, + H——_;; 
2 I+ coso 


(1) ( H =+ /(e1— e2) (e:— es) 


3€4 3 3e4 = 9 e3 - 
- — — at) (—-+ar)= Se 
+{/(% apes. 
on voit que H est réel. 


Transformons l’intégrale (XXX VII) 


ne Al a et 
~ Wi(@— e)(@— es) (@— es) 


ona 


di — tang : do, 


cos? Rs 
2 


H tang = de 


° o o\ 
cost / 4H tang? (e:—e2+H ae (c:—en-+ Hang? £) 


2 
ey ae VH de 
2 / [ten cos? + + H sin? | (es — €3) cos? + + H sin? 2 
to 2, 2 2 2 


se reportant a la valeur de H, remarquant que 


\2 
Cosh Helene = (cost 2 + sint 2) —a sin? P cos? + 
2 2 2 a - . 
sin2o 
=1— “) 
on aura 
- = 
ots VH do 
aa in2o 
ap/t(1— 8) 4 HU(er en) + (eres) 2 
g . es : 
2/H —_ de (ei eae Cea Os) sin2o 
i 2 4H 


On posera ensuite 


ee (é1— és) + (e1—e3) ke 
——_______ = k?, 


2 4H 
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car cette quantité, qui n’a d’ailleurs rien de commun avec les 
quantités /, /’ du Chapitre précédent, est comprise entre séro et 
. . é . 
un, comme on le voit de suite en remplacent ey par — + atelcs 
ey . 
par — — — al. 
2 


Au contraire, /{ est négatif quand e, et e; sont réels, car écrivant 
alors €,—é€:= 8, e,—e;=vy (8, y réels et positifs, puisque 


eC) Sa 3), 


dire CON Ot) ete CG) 
2 4H 

eee SY a2 V8Y = eg) VE eon, 
2 4VvBy i veby 4vBy 


Ainsi, @2, 3 étant tmaginaires, 


= Te do 
Ua SS 
J 27H V1— 47 sin? g 


ce qui peut s écrire 


oy do ? do 
4" —2V/Hu= nn 
Aarne Pa) 
bs 1— kj sin?o ; V1— Kk? sin2© 


on en conclut 


v do 
cose = cn : 
; es 
oe VI Aj sin?g 


=—cn2VHu; 


ofHu| = en| 2k, —2/Hu| 


portant dans (1) et remplacant x par pu, 


t+en2VHu 


pu=at+H a 
1—cn2/H u 


(LIT) i he Son eee earn ae 
ia J (€;— €2) + (€1— 3) 
ee a 4H 


II. — Formule d’addition de pu (A <0). 


101. Formule d’addition. — 1° Ona trouvé (1X) 


chu cuy —snu sne dnu dne 


cen(u-+ %)= 
( ) 1— k?2 sn2u sn2v 


> 
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ce qu’on peut écrire successivement comme on l’a vu (n° 19) 


(cnucne —snusne dnu dng) (sn?9 — sn?u) 


. ’ 
(sn?9 — sn?u)(1— A? sn? u sn?¢) 


cn(u+¢)= 
enucne(sn2yv —sn2u)— snusne dnu dne( sntg—sn?t). 
ae sn2e cn?2u dn?2u — sn?u cn?¢ dn2¢ 


cnucne(sn2vdn2u—sn2udn2v)—snusnvdnudne(cn2u—cn?*¢) 
= ? 


sn? cn2u dn?2u — sn2u cn? dn? 


(snecne dnuw — snuwenudne)(snecnudnu + snucnedne) 
= > 


sn2¢ cn2udn2u— sn2uecn?¢ dnze 


snecney dnu—snucnudne 


— a 


~ snecnudnuw-— snucny dav 


2° Il résulte de cette formule 


1+-en(u +e) 
I—cen(u+?¢) 


snecnu dnu —snucny dne + snecne dnuw—snucnu dne 


snecnudnu—snucnydne +sneenepdnu—~—snucnudney 


sne dnu(cnu + cne) —snudne(cnu + ene) 
sne dnu(cnu—cnv) + snudne(cnu—ecnp) 


cnu+cne as snvy dnu —snu dne 
cnu—cny snednu+snudne’ 


multiplions haut et bas, au second membre, par snwu sng : 


I+en(u+e) cnu+ene sn2esnudnu — sn2usne dnp 
I—cn(u+v) enw —cnp sn?ysnudnuw+ sn2usne dnp 


En conséquence, 

(2) p(u+P) 

r+en2/H(u+e) 

r—cnoVH(u+o) 

tr+en(2/Hu+2/He) 

1—cn(2 Hu+o/He) 

en2/Hu+cn2/He 

en2/Hu — enaVHe 

,_ sna Ho (sna Hu dno Hw) — sn?2VHu(sno/He dno /He) 
sn22/Ho(sne/Hudn2/Hu) +sn?2/Hu(sn2/He dno /He) 


=e,+H 


=e,+H 


=e,+H 
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Ici, nous écrirons 
r+en2VHu 
FS Tae Fa eee 
i—cnaVHu 


pu-— & =i l= Cn 2 J/Hu 


pu=et+H 


ee > 
H 1—cn2/Hu 
id Same deel § i 2H . 
CE Sacer ora pu—ey+ Hh’ 
dérivons : 
= = oHpu 
—9VHsno/HudneaV~Hu= san 


pees as 


— —/Hp'u 
sn 2VHu dna VHu = Was} 
on a aussi 
snto/Hu=1—cn22 Hu =1—( 


ey 

pu—e+H 

(pu—e,t+H)?—(pu—e,— HH)? 
(pu—e+H) 


_ 4H(pu— 4) ; 
~ (pu —e,+H)? 
3° Si nous posons 


pu—e,=U, pe—ea=V, 
ona 
Data 
U—H — 4HU 
nares 2 ' (a (ea 
cn 2 Hu = Gy’ sn 2VHu= opp? 
VHU' 
sn2VHudne2 VR == oo? 
et des formules analogues pour ¢. 
4° On pourra donc écrire (2) comme il suit : 
Gert cab vil 
<8 yt Pe VeoH 
I ee as ea ee eT 
U+H ~ V+H 
gHV VHU' 4HU JHV' 
Way Ua a 
WN ae VU et UU ey 


eeVeshjA hye pO nV a 2 


UV fe Vv 
Uy" VU pV 
UV — H? (VU'— UV’): | 


| p(w +e) = e+ 
(3) { 


| = €y-+ 
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or, 
p2u = 4(pu— e1)(pu— es) (pu— és) 
= 4(pu —e,)[pu— ei+ (e1— e2)] [pu— a + (€:— e3) | 


= 4U[U + (e,—e2)][U + e1— es], 
U2 = pu = 4U3+ 19e,U?+ 4H?U; 


de méme, 
Pree AU ease YP 12¢e,V2-+ 4H?V; 
par combinatsons 
VeU2—U2V2= 4UV(U—V)(UV— HP), 
UV2— VU2=— 4UV(U — V)(U + V + 341); 


(3) sera en conséquence écrit successivement 


Gee OMe 
Dw == 0) = ent {UvV(U— Vv) 
(VU’— UV’)?— UV(U'- V’)?+ UV(U'— V’)? 


mean ZUV(U — Vv) 
SUNN ee 
ae Ue V 1 4UV(U=V) 
OT GOD NE 
=n(2 = a) pape (UIE VEC Se) 
HANS Di —= DO . 


~ 


plu—p'e 


Et”) —pu—pe, 


= 


plu+e)= z( 


comme on l’ayait trouvé (XLV) dans le cas de A> 0. 
Nous donnerons au n° 147 une démonstration beaucoup plus 
rapide de cette formule, basée sur les propriétés de la fonction sw. 


III. — Périodes de pu (A<o0). 


102. Période réelle. — Nous ne changerons pas en/Hw en 
Vécrivant 


en(2 ilu + 4K.) =n aVH(u +a), 


ia 


wo 


Ki= [ ee eee 
i Vi—k?} sin?o 
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pu peut donc s’écrire 


r+ ona VH(u-+>—7t) 
pu=e+H us : 
tena VH( w+ 2 

vu) 


> 


le second membre n’étant autre que p(w es ea 


Du = 4 —-+- 2 = 
=e ol WE AR 3 
ime? VH 


pu admet donc la période réelle (e2, e3 imaginaires) 


wla 


f 2, do 
20,=> 2—== : 


VH Vt - vi—k? sin? 


transformons cette intégrale, ou ce quirevientau méme l’intégrale 


I [ dg 
VH J, V1 — K3 sin? 


en revenant a la variable x 


4 @—e 
w=e,+H tang? — sg sin? + = 


9 H 
abd EEA he oy ba: 
$= cy 2 


a—e+H’ 
dx =H tang ; cos? 2f de 


- (Ge) oe, do 


VH 
dx 
salle ( ) + (€1;—e3) H(2—e;) 
I éy— Eo ik 253 met 
(e—e,+H) fame /1—|E— Creer) (o—e,-+H)* 
May ie: dx 


Vr—e Vig—2,-2H t= [2H — (e1— e€2) — (€1 — €3) ] (vw — e1) 
dx 


aaieer ase a= ea 
remplacant H? par sa valeur [ H? = (e, — ez) (e, — es) J, il vient 


: se dx 
20;,=> 
ih V(x — e1)(@ 


Hades) axes) 


mal Vr—e V(@—e,)?+[(e 
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on a done 


; ax 
OY == _ 
at V4(a@ — e€;)(@— €2)(%#— 3) 


Ci —— IO i 


el aussi 


Comme on le voit w’, est réel; en effet, 
(x — €,)(x#— e3) (€2, €3 imaginaires conjuguées ) 
est posilif et, dans les limites d’intégration, 
L— 4 S10. 
103. Définition de put. — On a, en mettant les invariants £2, 
93 en évidence, 
1+cen2VH(ut, k;) 
ia al aes ale A 
1—cn2VH(uz, k;) 


——<—<$___— €,— €2) + (e;— 43) 
H = /(e,— ez) (€1— es), kp Ce 


p(ut, 82, 3) =e +H 


on a aussi, en changeant les signes de e,, €:, 3, ce qui change le 
signe de 93, mais non pas celui de 22 [ y= — 4(€,@2 +6) ¢3 +¢2¢3), 
gs=4e, C2€3], 
1+ecn2VH(u, Kk 
P(4, 2, —&3)=— a +H pee KY ae 
‘ 1—cn2/H(u, k}) 
en effet H devient 


: H, = V(— e1+ e2) (— e; + e3) = H, 
et A+ devient 


~ (Heit ee) +(e: — €3) ara 


a — Ky ke. 


vie= 


Cela posé, remplacant eno V/H (ut, k,) (XU) par SGD 
pul, 82, 83) prend Ja forme 

t+en2/H(u, k}) 
1—cn2/H(u, ki) 

1+ en2/VH(u, 1) 

= p(u, §2, — 8s); 


p(ut, 82, 83)= er—H 


— p(U, 82, §3)=—ea +H 


on a donc, comme précédemment (XLVIII') 


P(UL, $2, $3) =— p(U, &2, — 83). 
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104. Définition de p(u+iv). — Comme au n° 94, nous 
écrirons 


oS piu—p'w ii Reson 
p(u-+iv) = 4(EE=E) pu—pvw, 


et nous retrouverons la formule déja écrite (XLIX) 


(4pupe+ go) (pu— pe— 83) +283—2Up'up'e 
4(pu+ pe) : 
pu=Pp(U, 82, 83), PY =P(%, 2 — 8s): 


P(u+ir)= 


105. Période purement imaginaire. — Introduisons la période 
purement imaginaire 47K’, de cnu (n° 24). On aura 


1+en(o/Hu + 4ik') 
1—cn(2 Hu 4 42 K;) 


tena VH (w+ a 


Vi 


— / atk \? 
Dee hae ) 


VH 


pu=e,+H 


=e+H 


c 2eK’ 
puisque le second membre n’est autre que p(w —+ a) » On a 
\ 
is DK, 
pu => Pp u —— 
JH 
ou 
. fp  BUS 2U do 
p(u+ 20))=pu, 204 = = 


VH VHS, Vi—Fesinte 


On peut écrire 


{ij 4 oe 


20, = 


LS [ogee OG x 
at Vi— Ki? sinte 


transformons celle intégrale comme nous avons transformé Si: 


20! a a hip 
D4 = SSS a SS ae SS SS SSS SS ee eT 
Ses —eé H(a— 
0 (ee Wana /1— [b+ omer aes); Hea) 


4H " (e@—e,+H)? 


Pia fied dx 
i See 
0 


- if dy 
20 =e ———_——————— 
Le VIN + a1) (y+ ea) (¥ + es) 

dy 


wi, = of j 
rca 
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Ainsi, 


” = dx 
Se: | V4 (@ -+- €2) (@ + @3) 
og, V 4Ce 4) CB Aiea) 3 


est une période purement imaginaire de pu (és, &3 Imag! naires ) ; 
qui correspond a la période 47K’ de enw. 


106. Périodes fondamentales. — Il est essentiel de remarquer 
quwici, dans le cas de A< 0, 


wo, + wt 


sera porode de pu, comme correspondant ala période 2 Kees 
de cnu; 2, 20, étant périodes, les quantités 


, ” ee = , ” 
(w+ wt) — 204 SA ON 


(wi + ©) — 20, — 207 = —w,— 0} 
le seront aussi. 
Nous prendrons comme périodes fondamentales 


201= 204, 20, =— wi +i), 203 =— wi, — 4, 


el nous aurons 
Wy + Ws + W3 = Dd. 


107. En résumé, on écrira 


ue 
‘on a == i SN ee 
VH =o _ Vie — e1) (@ — eg) (@— es) 
v19 
ao A do ax 
= falas Se SSS ees 
VH : Vi—k?sinzo9 eae anieeiernt 


(LIT) H =+ ¥(e1— ez) (e1— es), 


1 (€,— @2) + (€1 — @3) 1 (€1— €2) + (€1— @3) 
-— ____, a ere 
4u 2 4H 
—owl+of —w,— of 
Wy, = W,, Vo= ———————— > WO; = ————_) 
2 2 


W1 + We W3 = 0, 


p(t +201) = p(u+ 204) = p(u+ 2w2) = p(u+203) = pu 
(Ak=s0)). 


108. Période la plus générale de pu(A<o). — Comme 


LA FONCTION pu, A<v. gI 
pour cnvw, l’expression 


2.774 W4 + 272g We + 2.7223 Wo 


(71, M., mz entiers positifs ou négatifs quelconques ) 


est la période la plus générale de pu et pu n’admet pas d’autre 
période. 


En effet, la période la plus générale de cn u étant (n° 25) 
4nK +2n'(K +1K’), 
la période la plus générale de cn2\/H uw, done de pu( A <0) sera 
as Rinks Pts 
His re ? 


/ ae / Y 
2NW4, + MW, + Ww; ), 


ou 


ou encore (LIL) 
2nd, —2Nn'w3, 
ce qui équivaut a 
2.4); + 2MygWo+ 2™M3 03, 
puisque 
Wy; + We+ W3= 0. 


109. Nouvelle expression de put. — Ecrivons 
iC oe a) SS (Waa iin Oh 
en mettant en évidence la demi-période réelle w’, et la demi-période 
‘ cae WE oP 
purement tmaginatire w'. 
Changeons les signes des racines @,, €2, @3 : g. ne changera pas 
de signe, mais gy changera de signe. H n’est pas modifié; A, est 
; , 20 
changé en Kk, et kh, en ky; donc 2w', est changé en —— el 20 


en 27,3 en définitive, comme au n° 96, 
” x 
WwW; . 
p(U, £2, —83)=Pp (u, =e iw, )s 


se reportant a expression (n° 103) de puz, on aura, par consé- 
quent, 


i 
w® 

, I " 1 al 4 

put, 4, w1) =—p(u, aay: io ) ; 


on avait trouvé (XLVI?) une formule analogue dans le cas 
de A> 0. 
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IV. — Demi-périodes. 


110. Bapressions de w2,03 en fonctions de ey, @;. — Dérivons 


la relation 
+ / Hu oH 
Png en 5 (pa aed ea = e,— H + ——_— ; 
1—cn2/Hu 1—cn2/Hu 
il vient 
snoVludn2a/Hu 


(1—cn2/Hu)?* 


pu=—jHVH 


D’autre part (n° 80) 


p2u = 4(pu—e)(pu—ex)(pu— es). 


Si p’w est nul, pu est donc égal a l'une des quantités @;, es, es. 
1° Ona (wo, =0,) 
sn2o/Hw!, dnaVHo} 
po, = p'o,=—4HVH EN Eee 
(1—cn2VHo,)’ 


= f sn2K;,dn2K,y _ 
= i Bee” 


et en effet (n° 102) 


POp— POy— ere 


2° dn oV/Hu est nul si (n° 26) 


— (am+1)Ki+ (on +1)tK, 
oJ 


u 


7 2N-+1 
= —— wv), + —— wo 
x A 


”, 
Hi 


donc, en se reportant 4 l’expression qu’on vient de trouver pour p'u, 


fp PAE Oe 27t 1 . 
Pp eae ei Wy + res Wy =0,j 


en particulier, si m—=—1,r=+1, 
a ” ! ” 
7 a eee Wy; Ww, 
) +—+)=0 ————)= 
J ( 2 2 ) ; P ( 2 2 oi 
plu,=0,  — p'w; = 05 
de 


p?u = 4(pu— e;) (pu — es) (pu—e;) 
il résuite done 


4(po2— e))(Ppw2— es) (pw,—e3) =0, 


L\ FONCTION pu, A<o. g3 
el, puisque pw, = @,, ona 


pW = @g (OU @3), 


pws = @3 (ou ey). 


Il ya lieu de distinguer entre es et es. 
Nous remarquerons a cet effet que (n° 104), w, étant réel ct 
wo Clant imaginaire, 
; ; y'(- w' ee ss] p (2 ; es. ee) 
por=p(—S4 4) sag et aoe » g 2.0 ; 
2 2 B2 


A est une quantilé réelle, B? est réel et positif. 


E li S | 5 aie + d Y ( or oO (ex ; ! el oOo oOo 2 
tudions {les signes epile— Bas S347 P pare 2 mes A 


hay Tap sn ky dn kK, oy ee 
= {HH Os = AVA: 


Phe a (eee, hola nehdanes 
Bete A ey eS 2. 5 PSN. Te eioe)| eae g 2 O2 83 


snaVH—dn 2/H— 
(s—en 2 VHS) 


snV/Hw' drVHw' 
(1 — cn (Hw)? 


snzk', dnzK’, 
eee Ai Phe tt 
ay: (1—cnvKk4)? 


=—4iH/H 


=—iH/Il 


Boe: t cn I 
eens mara re) | t dnu \? 
+> 
ann) eb 
k 
res 


donc 
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ainsi, 


/ I 
por=p(— t+ St) = a+aiAy CAj 0) 


2 2 


on verrait de méme que 


, uv 
OM, > Oe 


/ 
PRIS )=Anoidg 


% 2 
en conséquence, si les racines sont 


€ . . ~ : 
Ch, Co = OC, 3 = — = — Fr (ol mee ON) 


on aura 
PW2= é2, pW3 = @3- 


On a trouvé (n° 102) 
Por= 415 
donc, puisque e,-+ @.+ es=0, 
pW1+ PW.+ pw; = Oo. 
Eniin, il y a leu de noter que 


pot = p(20.+ ow) = pwo,r= &. 


111. Addition d'une demi-période. — On a, en reprenant un 
raisonnement deja fait(n? 94), 


p(u+ ow) = ty (Rese 


4\ pu—po, ) Wigs ae a! 
po, étant nal, puisque 


pw, = 4(por— €) (po1— e2) (pms — es), po,= e, 
ona 
I pru 
4 (pu—po,)? 


_ (pu— ez) (pu — és) 


p(u+o,)= —pu—e, 


pus & pu-— «, 
_ — Ppu(ee+ es) + e2€3-+ ef 
baat ,’ 
pu—e 
9 aie 
2e7 + e,e (€,— €,)(e;—e 
1 23 2 1 3 ec 
= ey4- —————_. ee ee 
pu— ey pure; 


de méme pour p(u+ 2), p(u-- w;); on a donc, comme dans le 


LA FONCTION pu. A<o. 9) 


cas de A>>0 (XLVII), 


EDS eee Cie ZO ON 


pu-—e 
oe (€;— €2) (€3 — 2) 
p(u+ we) = e2-+ meetpusses 


(€1— €3) (€2— 3) 


U -+ 03) = €3-+ 
P( 3) 3 pu—e; 


V. — Poles de pu. 


112. Péles. — uy, est un pdle de pu si 
(4) cna fHuy=1; 


s1 
2V¥Hup= 4K, + période de en 
= 4K,+ 4nky + 2n2(K, + TG) 
rt Ie of ! ” 
Up = 204 + 2NW + No(W4 + Wy 
= 20), + 2 NW, + 2g(W4 + 2W2-+ ,) 


— 27,0) + 272 Wo, 
ou, ce qui revient au méme, 


2. VH Uy = 27241 + 277303, 


comme dans le cas de A> 0(L). 

Toute valeur de uy donnée par cette formule est un péle 
de pu. 

Ona 


(5) en2/Hu,;=—1, 


sl 
2 JHu, = 2K,-+ période de cn 
= 2Ky,+ 4mKy + 27m2(K,+ tK}), 
Uy = WO, + 2Mw) + Mo(w)+ wf 
= Wy + AMM, + M(H, + 2s 1) 
== (2M, —1)Wy+ 2Mego3 


ces expressions, 


212401 + 2MegWo, (2M, —1)W,; + 2M, 


Te 
_ 
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se résument en celle-ci 


PiM1 + 2Mg_= Ppw + mMy(— 4 + 4) 


= (py— Mz) 0, + m0 


= 2(pi— mz) 


Ky : 
2 JH “9 Vl’ 
les solutions ¢rouvées des Equations (4), (5), 

cn 2/Hu:= = Ne 
sont done toutes renfermées dans la formule 
» JHU. = 2(Pi— mz) Ky-+ 2 mgt K = 2m; Ky + 2meth{. 
Or, l’équation 
sn?2/Hu= V(1—en2/Hu) (1+ cn2 Hu) =o 
admet uniquement les racines 
23 Ky + 27m2tK’, ; 


nous avons donc trouvé toutes les racines uy de l'équation (4), 
toutes les racines uw, de l’équation (5) sans confusion possible entre 
les racines UW etlesracines u,, puisque (4), (5) n’ont pas de racines. 
communes. /Vous avons donc trouvé tous les poles de pu et rier 
d autre. 

Ces péles sont doubles. 

En effet, 

a ee ay Puy I ee 2H 


i—cn2a/Hu 1—cnaVHu 


pu (u& — 2M, 04 — 2MzW») 


Uu — 2M, W4— 27220; 
= (e:— H)(u— 20) 9s, ) a — 
1—cn2VHu 


A . ce) 
S1 UW = 274, + 2MoW2, le coefficient de 2H prend la forme — ;. 
0) 


on lévera Vindétermination en prenant le rapport des dérivées, 
qui sont 


iis 2/Hsn2/Hu dno Hu; , 
la seconde expression étant nulle, ce rapport étant par suite infini, 


2 70194 + 2M, We 


~ 
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est un pole double, et seulement double, comme on le voit immé- 
diatement en étudiant le rapport 


(& — 2M, W4— 2My Wy )I FP & 
Se ee (Ga Dy 
1—cnaVyHu 


VI. — Formule @homogénéité. 


113. La formule Vhomogénéité du n° 99 est vraie dans le cas 
de A <o et se démontre comme dans le cas de A> 0. 


VII. — Résumé. 


114. Il ne sera pas mutile de résumer ce qui concerne le 


périodes. ; 
1. Si A> 0, la fonction pu a les demi-périodes fondamentales 


(1) w' (réelle), w” (purement imaginaire), 


( 0) WO, = w’, Oo =— 3 w", (23 = w’. 


_ 
I]. Si A<o, Ja fonction pwa les demi-périodes fondamentales 


(1) w', (réelle ), w; (purement imaginaire), 
— ow, +) —w',— wi 


f 
(629) WO) = 0,4, O> = ——__——_, W3 = 


? 
2 2 


on obtient des formules identiques pour A>o0, A<o enemployant, 
suivant les cas, soit les demi-périodes (1), soit les demi- 


périodes (2). ; 
J 
« 
. 
lS oO % a 
¥ 
5 » 
DE M. 9 44g 
‘v ‘ 


CHAPITRE VIL. 


DERIVEES, VARIATIONS, DEVELOPPEMENT EN SERIE DE pu. 


I. — Dérivées. . 
415, La formule (XXXVI) donne, comme on I’a dit incidem- 
ment au n° 79, 


du = eee ee 
V4(@—e1)(@— es) (a — es) 


Kd? 
an) = f(ex@—e,)(4—e2)(x — es); 
remplacant x par pu, 


p2u = 4(x% — &,) (w — e3) (x — es), 


(LIV) ( pu = 4(pu— e)(pu—e2z)(pu—es), 
LLV ) : ] p2u= 4p3u— gapu — g3. 


116. Dérivées successives de pu. — On a successivement 


pru= 4pu— sapu — 8s, 


p" Wes 12p?u p'u— gep'u 
| 2p'u 


(LV) eee 


« 


CH OSC IC HH aw! ts Cie YerseClers=(ust Ue pat Set MT IMT Jee Tt fee he dn ser Eee ey aya foe} 
© 
> 


et, dune manieére générale, 
pen Se etre peer = One 


Pays et Q, étant des polynomes entiers en pu, dont le degré est 
marqué par leur indice et dont les coefficients sont des polynomes 
en g» et g3, sauf le premier qui est purement numérique. 


DERIVEES, VARIATIONS, DEVELOPPEMENT EN SERIE DE pl. 99 


Si lon résout ces équations par rapport a p?, pp’, p*, ..-, om 
trouve 
2a pie Fs pp!'= — p” 
Bengt ro PI (oe 
(LYL) 
Def 3 i 
3 == -— f oe + — o, + 
f 10 \ 12 3 O2P 7) 
Il. — Variations de pw. 


447. 1. A> oy’ est-a-dire e,, @2, @3 sont réels (e, > €2 > @s).- 
La courbe représentant les variations de pu est symétrique par 
rapport a la droite u = w,; en effet, puisque pu est une fonction 
paire, admettant la période 20, 


p(w, +h) = p(—o,—h) = p(— wo — Ah + 2.0,) = p(w,— hr). 
Revenons a la formule (XXXVI) 


er — 3 


sn? \/@,— @3u 


Pp u = 63 + 


Etudions le signe de la dérivée : 


2.(e4 


€3) Vey— e3 en Ve;—e;udn Ve e3U 
’ 


pu=— ee 
sn3 /e,— €3u 


\/e,— ey est essentiellement positif; dn Ve, — €; u est posiuif 


(neat sh Ve, == €s en Ve, — é@, u sont tous deux positifs si 


0< Ve1— e3u < K, 
K 
omu< ——) 
Ver— e3 


Ora <a 
Si, par contre, 


COSTE IAGO OY ip 
Kk V/e,— e,u — 2K, 


sn \/e —e; u est positif, cn Ve, — ec, u est négatif, p'u est négatil; 


on a vu, de plus, que 
Pw, = e1, p'Oy— 0% 


Pour u = 0, pu, p’u sont infinis ; uw = 0 esten effet un péle double 
de pu et, en conséquence, un péle triple de p'u. 
Si lon se rappelle que pu admet les périodes réelles + 20,, 


Univ. of Arizona Library 
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+ 40,, = 60,,..., on voit que les variations de pu sont repré- 


sentées par la courbe de la figure 8. 


pu 


' ey 
L i iu fe “ 
-2w, -W, 0) 4), 12m, 36a, Ky), 
Fig. 8. — Variations de pu, e, > e,>e, réels (A >o0) ou bien e,>0 


et @,, €, imaginaires (A <o). 


I}. A<0, e, >> 0; ey et es sont imaginaires conjugués. On a, 
comme tout a Vheure, 
ploa;+h)=pla,—h); 
la courbe est encore symétrique par rapport a la droite u = 0,. 


Pour u=o0, u= 20,, pu est infini. JI en est de méme de p’u. 
Zi Cs 3 es 4 a . 
Ktudions le signe de p/w. lei (LIT) 


Ua onan? JH > 


pu=e,—-H — H=+/(e — @,)(€4— 3) |; 
I—cn2/Hu , 
»H 
=¢,—H - =the a. 
1—cen2V/Hu 
ease dn oarel u 
piu=— 4H YH SM 2y Hu do 2 Vou 


(1— en 2 VHu)? : 
dn2V/H u est essenuellement positif ; sn2 VHu est positif’ si 


Oe /Hu ee 


OS AOE 


en ce cas, p'w est négatif; au contraire, sna VHw est négatif, 
plu est positif si 


— 


RIS enV, UL eae ou WW, uU< 20); 


p'o,—=e, est un minimum. Comme tout aVheure + 20,, &4 O15 
+ 6, etc., sont périodes. 


La courbe a la méme allure que dans le cas précédent ( fig. 8) 
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Ill. A< 0, e, <0; ey et es sont encore imaginaires conjugués, 
les conclusions du cas I subsistent, avec cette différence que la 


pe 
' 


Fig. y. — Variations de pu, e,<0, e, et e, imaginaires (A <0). 


courbe coupe Ou; en ce cas, pwa des zéros réels; si w,+ Uy est 
l'un deux, les zéros sont tous donnés par la formule 
WM, =E Up + 272,04, 
car 
PCM, — Up + 2M, H,) = P(— 1 + Uy — 27,0) 


= p(m,-+ Up— 2M, W,+ 20,) = p(O1+ UM) = 0 
el 
9( Wy + Up + 2,01) = p(HO,+ Uy) =o. 
i 0 11 i 1 


Les variations de pw sont alors représentées par la figure g. 


Titorimr. — La fonction pu prend, pour des valeurs conve- 
nables attribuées a Vargument, toutes les valeurs réelles, 
AO = Cao) 2S eer. 


eet sre7 On a 


poH=+0, pwo,—e1, p(w,+03) =p(— Ws) =pWe=—e2, pwW3= e3 


3 3° 


Soient Ow l’axe des quantités réelles, Oy laxe des quantités ima- 
ginaires. Figurons le rectangle OABC ayant pour sommets les 
points O, A=w, (sur Ox), C=; (sur Oy), B=w,+ w; et 
faisons suivre a u le contour OABCO : 

Quand u varie de zéro 4 w,, pu varie de + 0a ¢,; 


Quand u varie de w, 420,+ 3, pu varie de e, a ey; 
Quand u varie de w, + 3 a w3, pu varie de @ a es. 


Quand wu varie dew, a zéro, c’est-a-dire quand u=§w;, 12420, 
on a, en mettant les imaginaires en évidence, 


: an 3 \ (os ; 
pee p (9s) 1,10) («o eo eet === p (0 amy, Ey = gs). 
t 


z 
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ce qui montre que pu tend vers —a@ si § tend vers zéro; donc: 


Quand wu varie de w; 4 zéro, pu varie de @3 a — x. 


7 Mu" 

2° A<o. Ona (n° 110, 112) po,=e), pwo,=—41- 

Faisons d’abord varier u de 0a,; pu variera de + 2a ey. Fai- 
sons ensuite varier u, par valeurs purement imaginaires, de o, 
(qui est luicméme purement imaginaire) a zéro, c’est-a-dire 

. . ” ‘ es a 7eEer 
examinons la fonction p(9w), 22, g;) quand § varie de 1 a zéro. 


On a (n° 103) 


. : ss w? w" wy 
pl Ow, £5,125) =) (20 ra 1 89, 83 ) —=— p ( 6 +4 ef Poe me oft: ). 
as E 
ou - est réel. Pour = 0, 
wi! », 
P ‘ced 225 = a) = -+ 2, p(9w,, $2, $3) =— &3 
\ U ; 

donc, si 4 varie de 1 4 zéro p(9w), g2, g3) varie de e, a — x. 


R&ésoLurion DE L’EQuarion pu = a, aréel.— Les considérations 
qui préceédent permettent toujours d’écrire 


(1) pi = a, 


ou Uy est une quantité réelle, il suffit d’examiner la position de a 
par rapport aux intervalles — a, €3, €2, e,, + «si A>o et —a, 
éy, +osi A <o. Il est parfois nécessaire de calculer les périodes 
pour arriver a écrire l’équation (1). Ce calcul est nécessaire pour 
trouver toutes les racines de I’équation pu =a, puisque, w étant 


racine, 
=U + 2.7, W, + 223 Ws 


est aussi racine, quels que soient m,, mo. 


On sait que 
nan 
yp ax 
“y= = 
a Vie — a0 — 


et l’on connait lexpression des demi-périodes par des intégrales 
définies de méme forme; w, et les périodes se calculeront en appli- 
quant a ces intégrales définies les procédés ordinaires de calcul. 

On peut aussi ramener le calcul a celui des fonctions sn, en, dn 
(n° 82, 100), mais cela est moins pratique. 


O. 
o3 
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Ill. 


Développement en série de pu. 


418. w=o est un péle double de pu (ns 98, 112). Etudions 


pu— 


u? : 


1° Si €,, €2, €3 réels (A >0o), on a (VIL) 


u a + bias ES) : 
asc ns Sate ae 
sn? \/e; — 63 

x 

I \ €4— 63 

ak(k-++ 7 
: | \ I) Ws) 
ay ai ee 
SSS OMANI =e = 
SY 2 anu 


pour (Hi eel O x 


I 1 \ €;—e: , e,— @3 
5 OT =esrak(k+ + ee eh) 
ur} 9 k .2 3 


Cg 6; — Bes 
2 


Sate 


= 0, 
puisqu e 


€,-+ €o-+ €3= 0. 
2° Sie, est réel, ey et e; imaginaires conjugués (A < 0), 


r+on2/Hu 
1—cn2/Hu 


pu=ea+H 


hee eee eet 
1—cn2/Hu 
pu ul au : 
Sa aed ae ars 
ur 4Hu2 : 16 H? w* u? 
7 SUE ORO eras + hus 
I I 
=¢,— H + ——t 
Hui 2 
i cenl a ets Re ae Jaye. 
J 
H 
(i+ 4ki) > — put 
=e¢e,— H-+ ia FS 
1— (1+ 447) + put 


3 
me eit 
(pu— +) =e H+ (+ 4k}) 5: 


\ / ) 
\ / 
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les racimes étant 


ey ° ey . / \ 
C4, = — = 2 ——= “1 (@j + €2+ Cz3=0), 
yz 
ona, n° 100, 
rea (€1— 2) +(e1— €3) __ I ea 
aae Sy a wee 
1 2 ju 2 yu 


H Pg: 

, k= =(3- )zate 
Cee tate rea Hy 3 A 
(ee ==, Ot) 

( u? | o 


119. ILest done a prévoir que pw, qui est une fonction paire, 
admet un développement de la forme 


2 = - Cy U2 + C2 + cc, US 3 
u2 a i : 


et, en effet (2) donnerait 


i 

02 == — = 2 Cy + BC, UA+e..., 
: uw : j 

I » C2 E 
Pus — +34 3¢3 +6225, 

ue ue 
ie 4 3 Cy 
RC a OLS 

us us 


et, portant dans (LIV), puis égalant les coefficients de w~?, w°, ..., 
on trouve 


4 8c» 4 12.Cy &3 
Say Se OO 0 ar So Sieeb2iGs Se = sar ft > 
us U2 ue u> u 
52 eS 
(eon a 5 aye C3 — a . 
DAD 095.5 


Utilisons maintenant la relation (LY ) 


3 ri) 
pu = 6p2u — ==; 
2 


en y remplagant pw, p'u par leurs valeurs déduites de (2) et ce, 
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Z 
C3 par (3), on pourra calculer c,, c;, ...; on trouve 
9 od 
83 3985 
re on. ET St? 
6 
Cc 1 (C1 Cp- = Che peals 
‘ es Oe Vee a ae 


en fin de compte, 


r i et os S3 So 
(LVI) pe=azsatr les = US oe us + 
2 ao Pewee 


iT hes DF 


IV. — La fonction pu et ses dérivées 
sont des fonctions elliptiques. 


120. Nous savons que pw admet les périodes 2,, 20’. Les 
variations étudiées de cette fonction montre qu’elle est uniforme, 
Ces propriétés (uniformité, double périodicité) définissent les 
fonctions elliptiques (n° 160); pu est donc une fonction ellip- 
lique. 

[est évident que p/u, pu, ... Jouissent des mémes propriétés. 
On peut d’ailleurs s’en assurer a l’aide des formules (LIV), (LV). 
Ces fonctions sont done aussi des fonctions elliptiques. 


V. — Dégénérescence de la fonction pu. 


121. Sans faire d’hypothése sur le signe A (nous allons voir 


que A =o), nous écrirons (XXXVII) 


ey e% C3 


€3 3 
j2= 


i aS See 
sn? Ve, — €3U 


pu = e3+ esas 
formule valable non seulement dans le cas de e,, eg, e3; réels, mais 
encore dans le cas de ey, €; imaginaires, si l’on ne se refuse pas a 
introduire des imaginaires apparentes dans les calculs. 

Il y adégénérescence pour pws’il en est ainsi pour sny/e, — e3.4, 
done (n° 44 )ysi A? = 0 ou bien si A? =-1. Aucune de ces hy- 
potheses n’introduisant dimaginaires apparentes dans la for- 
mule (XXXVIL), comme on va le voir, il suffit de considérer cette 
formule, a l’exclusion de la formule (LIL). 
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1° k2 =o. Cela 


nécessite 


Cy = C3. 


€, ++ 5 + €; = 0, les racines seront 


Pursque’ ¢j > 
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C4 
Cy Ct ? 
D 
> © 
et Pon aura 
R f > a 2 > 
625 }( @y €Co+ €1€3 47 €2€3) = OE 
eS a Ol ey — C3 = 
2° oO 
IS3 Qs 
pu= + 
8? 2 $2 
! 
(4) ‘ 
x Te ; TR, 
Ko =, Y= WO, > - 
2, » 


Icl gy est positif, comme e?*. 
1. Dans ce cas e, = ep et 


2° ke 


dans ce cas, g's est négatif, comme e?. 


Ici, la période imaginaire 


Z 5 Vy ey — 63 = 


2tK' 
ae == 


; Ver == 8 


se réduit a 


. de 
2) ss 
V €1— @3 
or, 
Il 
ey e3 = —€3 Gai 
2 


ee 
= 1, 


= Sa 
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done 
r ba 
it) = > 
oO 
A Vee 953 
282 
Wane 
et cela permet d’écrire 
tT ie 
r . o 2)" ie 2a" 
> 25 LieN= €2 5,0 =e” 
Bees a ———_—————* 
te Reo 9 Ww! iT ws 
ere" 20" 


3° Si e;, e2, @3 tendent ensemble vers une méme valeur, qui 
sera Zéro, puisque e,; + e+ e; = 0, il enest tout autant de go, gs, 


o. C1 ene: : : 5 
et le rapport = =— —————___ est un infiniment peut du 
82 €4 Cg + €1€3 + C2 €3 


méme ordre que e,. On a alors (4, LVII) 


ey —, (op) == C40, ro) == Oo» = O$ 3 eo.) 


sooo 


CHAPITRE IX. 


LA FONCTION Cu. 


I. — Définition de la fonction (uv. Développement en série. 
Formule d’addition. 


122. On définit la fonction Cu par la relation 


(LVIID) aie (pu — 5 J au 


ce quon écrit ordinairement 
Pane 


(LVIT?) CL = | pu du (const.= 0). 


' 


123. Développement en série de Gu. — On a (LVI, LVIII") 
en intégrant la série qui représente pu : 


(LEX) CGuS= Se 
f “ u OF Faso) 
pee fi u° 3 u chet ih 
DFO YEN he Okay, Deer ih sill ae 
a Ae,,.6n eee : 
S$ est une fonction mmparre. 
124. Formule d’addition de Gu. — Ona trouvé (XLV) 
' , \ 9 
J NE Faas OB a Ne 
Pl’ + 0) == — (pete —=— DU — PP; 
4\pu—pe, 
changeons ¢ en —¢; pe élant une fonction pare, p'y est une 


fonction impaire ; il vient 


; 1/putp'e\? 
p(w—e)= 7 (EF — pu—pe; 
4 \ pu—pe foe 
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soustrayons ces deux relations lune de l'autre : 


plu = v) oe p(u+v) a pepe 
: (pu— pe)?” 


intégrons par rapport a e, 


[ rcu-eyae— f plutev)de= 


C(u—v)+C(u+tev)+C(u)= 


e . 


piu 

a pe eee reae Seo, 
, pu— pe 
ot C(u) est une constante d’intégration. 


Si Pon fait ¢ = 0, pe devient infini, 


2Cu+ C(u) =o, 


ce qui permet @écrire la formule précédente comme il suit : 


4 : yu 
(LX‘1) Ceres ONC Nes AC ee 
pa— pe 
Echangeons u et ¢ : 
‘ : ; yo 

(LX2) Cay apy Ey eC ee 

‘ , IU -—— YV 
J } 


additionnons ces deux formules : 


(LXI) C(uw+e)—Cu—Cvr= Le 


Pile —— Pi? 


II. — Addition d’une période et d’une demi-période de pu. 


125. 1° Soit 2w une période de pu. On a (LVIII') 


I ® 1 
co tf PU ue 
462) JS u* 


) 


nous désignerons cetle quantité, qui n’est pas nulle, par 7, : 


(LXIL) Cw = 4. 
La formule (LX?) donne ensuite 
Ww 
C(u+ 0)-—C(u— ow) — 2% = aoc ==hOy 


(LXITT) , Cutw)—Cu—w)=27 


2%. 


av Ul Uy 
yh De? 
| ag ae 
(pu—pey 


Nea yoy (8 SS 
— eo a pu le pp (Eee). 
3} 


10g 
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Changeons uw en u +o dans cette formule : 


C(u +20) —fu—27,=0, 
(LXIV!1) C(u+2w)= Cu-+ 274. 
. \ : . ? r . y 
On donnera a 7 et a w le méme indice et l’on écrira [w, = 4, 


Cie == Ney GUS Tis) GD Se ee 
2° La formule (LXI) donne, en faisant e = 0, 


: [pu—p'o, 
i-epStin tie 
. 2 pu—po, 
’ 
; ! pu 
(LXIV?2) C(u+ow,) =Cu+n pie ee 
2 pu— ey 


et des formules analogues pour 2, Ws. 


126. Cu nest pas une fonction périodique. — Kn effet, soit Q 
une période supposée de Cu; on aurait 


C(u+Q)=Tu, C(u +22)=Cu; 


par dérivation, il viendrait (LVIII') 


(ut Q)=—Cu, 
p(w 2) == pu, 
p(u+22)= pu 


2Q serait donc une période de pw; or, 2Q étant période de pu, 


ona (LXIV) 


C(u+22)=Cu+ 274 (ys4.05 


ce qui est contradictoire avec 
5 


C(u+22)=Cu. 


Il résulte de cela que Cu n'est pas une fonction elliptique (n° 160). 


III. — Variations de fu. 


127. Premier cas. — e, > e, >; réels (A > 0). Ici, pu est 
toujours positif, donc (LVUI') Gu est toujours négatif; Cu est 


42 


eo \ 


infini pour w=o (LVIII'), car { (p u— =) est nulle pour w =0, 
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pour w= 20, (LXIV) et, plus généralement, pour w= 2m, 
(LXIV), m étant un entier quelconque. La figure 10 représente 
Vallure de la fonction. Chaque branche se déduit de la précédente 
par la relation (LXIV?). Les points d’inflexion correspondent a 


== (ys Li BRAY t= Fwy; See a 


valeurs quit annulent 


u=—p'u. 
Deuxieme cas. — La courbe est de forme analogue si e, > 0, 


ul 


hea, 6, 


Fig. 10. -— Variations de Gu, quand A> o0 (e€,>e,>e, réels) 
ou bien A <0 (@,, e, imaginaires conjugués) avec e€,> 0. 


Cy ele; imaginaires (A <0, @,>0), puisque dans ce cas pu n’apas 
de zéros réels (fig. 10). 


Trotstéme cas. — Si e, <0, ey ele; imaginaires (A< 0, e¢; <0), 


3m, Koo, Sua, 


20, 


Fig. 11.— Variations de Cu quand A <0 (é.,, e, imaginaires conjugués) avec e,<o. 
> 2 3 D 5D t 


pu s’annule (n° 117) pour une valeur de uw comprise entre 0 et w et 
pour une autre valeur comprise entre w et 2; la courbe est alors 
représentée par la figure 11. 
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IV. — Homogénéité. 


128. La fonction pu est la dérivée de Cu, changée de signe. On 


a, par conséquent, 


j , r= E% 82> ; ra 
(LXV) Vue(u Vir? a3 ) = C2 on ese 
De J? 
t 


\ 
en effet, en dérivant, on retrouve la formule (LI). 

Il n’y a pas A introduire de constante d’intégration dans Ja for- 
mule (LXV), car pour p= 1, cette formule, telle qu'elle est écrite, 
se réduit A une identité évidente. La considération de la for- 
mule (LEX) conduirait a la méme conclusion. 


V. — Expression de Cui, C(u+ wy). 


129. Nous avons remarqué (n° 99) que la formule d’ homogénéité 
de pu était valable pour w= 7; il en est donc de méme pour la 
formule V@homogénéité (LXV) de Gu et Von a 


tC(ut, 82, — &3) =C(U, &2, &s) 
C( ue, 82> == (ey) SS al? CCu; $2; £3) 
changeons 93 en — 23, 
(LXYVI') WHE 82) 83) ——— UG (I CON cement We 


La formule (XLVIII?, p. 78) est équivalente 4 (XLVIII'); a 
la formule (LXVT') correspondra semblablement la formule 


u" ‘ 
r ¢ ey . 4 We < 2 Ww Ee \ 
(LXVI?) — C( ut, 1, w)=— itu, i a —it( a, => tw') (A> 0) 
L 


qui, dans le cas de A << 0, s’écrira (n° 109) 


i a rae = One eee 
(LXVIB8) C(Uz, ,, o)) =— ie (u, = ) iw) ) GAS=a00)), 


La formule (LAL) donnera ensuite 


t i oie) 
* 5 5 ETN OY? Ae avery Ato) 
C(u+iv) = Cut Cip+ - ae SP ES 


or (n° 93, XLVI") 


eS ee it day oO 4 
pP Us ep (e, 82> SSReSN) 


w 


pu—pie’ 


piwv=— pr, gs, — 8s): 
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done (LX VI), en mettant en évidence 25, £3, 


C(u + W, 82, 83) =C(u, 2, &3) —20(%, &2, —- 83) 
1 p'(u, £2, &3)— tp’ (ve, £2, — 83) 
Cre ee PEE ee eae ee Ee oe ee. 
2. plu, £2, &3) 4- ple, &2,'— B23) 
/ 
’ ; ’ { Pp (U, 82, 3) 
S(U+ Uv, $2, 83) = C(U, £2, &3) += eer a Ee ees es 
; 2 plu, £9, &3) + P(Y) $2; — 83) 
~ r - . 
Aen ae p'(%, 2. — 83) 
= 7 Jere sess Oi axe mah: Serra aga TWEET ERY SENG Sar GEERT 
fe seine 2 p(t, £2 &3) +P, &2, —#3) 


VI. — Poles de Cu. 


130. Nous avons vu que w= 0, uw =2mo, sontdes poles de Cu 
(n° 126). La formule (LVII') montre que Cu est infini en méme 
lemps que pu. Soient done 20,, 2, deux périodes fondamen- 


tales (n° 86) de pu: 
(LXVIL) pédles de Cu : 2211+ 2Ms Wo 


seront poles de Cu. Comme pour pu, on pourra distinguer les 
deuxscas A > 0, A= 6; 

not ? , A A o & 

Cu na pas d’autres péles. En effet, si up 4 0, 


n’est infini que si Wy est un pole de pu. 

Les poles de Cu sont simples, puisque Su est, au signe pres, la 
fonction primitive de pw, dont les pédles sont doubles, et Cu admet 
les mémes poles que pu. 


VII. — Relations entre les quantités 7 et . 
131° Ona 
(1) C(u— °)—Cve = — / p(u—ve) du, 
ea0 


car les deux membres ont (LVIII') pour dérivée — p(u — 0) par 
rapport a uw et sont nuls pour uo. 
Toutefois lintégrale du second membre n’a un sens précis que 


pE M. 8 


114 DEUXIEME PARTIE. — CHAPITRE IX. 


s'il ne se trouve aucune période dans les quantités 


(2) Ou? (oS6§15), 


puisque, pour 4 — v= période, p(§u — ¢) est infini (n® 97, 112). 


132. A>o. La condition (2) aura lieu notamment si ¢ est un 
imaginaire ¢% ne coincidant pas avec un multiple de 2”. En ce 


cas, on peut écrire (1) 


u 


C(u— ta) + Cia = — : p(u— ita) du, 


ch) 


ou, identiquement, 


((u—ia)+tia= + + ff | ag (ui) | du; 


u— ta La (u —ta) 


changeons le signe de ta: 


Se ee een ee ey | 
C(u+ ta) Se rer asc ge | oo plus ia) | du; 


/ 


on conclut, par addition, 


(3) C(u+ta)+C(u— ia) 


u 
I 


2Uu i C = 
=aootf | ama + pi PUI) — Plu tiay du, 
ease 0 


Si on suppose u = w’, ce qui est permis (n° 131), puisque 


Oem Cia) = One enone 
il vient (LX'), p’w! étant nul, 


C(w' + ta) + C(w’— ta) = 2Cw' 
ou (fin du n° 125) 


C(w'+ tx) + C(w'— ta) = 27), 


ce qui permet d’écrire (3) 


' 20" 7 I I { 
goal lage + ey PU) — plu tin de 


" 


Intégrons, par rapport a a, de zéro a =» ce qui est dans les 
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limites voulues (n° 131) : 
Y " 
(4 on! —- = 2 are tang—— 
: tog - Sto" 


ow" 


cs oy’ 
a da | ama “= ee —p(u — in) —pu-+ia) | du. 
i E (u—ia)? (uta)? 


Dans cette relation, changeons g3 en — g3. Onsait(LXVI', LX VI?) 


” ” 


! s 2 2 s I. 
ue w/ sera changé en —,» que — sera changé en w’; de plus 
q § rae ma | : 5 } plus, 


n' = C(', 82, 8s) 
devient 


l 


w” ‘ 
(+ 82) = 61) =i6 (— 00), 2a, — 8s) 


=—{(to’, 82> — 83) = 1 (o"," 82, S32) = tn”; 


en conséquence, si l’on échange encore les lettres u et « dans (4), 
il vient 


; tw 
(5) 2ty"w'= 2 arc tang —- 
Ww 


Ww" 


a a I 1 = : . : 
f du f com + Goan p(a—tu) — pai) | da, 


r0 0 


ou pz est écrit pour p(z, 22, — gs). Les relations 


i I I I 
(a—iy (ux) (a-fiu)y? (wea 
p(e— tu) =— p(u+ia), p(a+ tu) =— p(u—ia) 


permettent d’écrire (0) sous cette autre forme 


Tw’ 
w” 


(6) 2t7"w'= 2 arc tang 
w" 
i 
0 


an “au [ | ase PH) +ia)| da. 


Les intégrales qui figurent dans (4) et (6) sont identiques, car 
Pélément dillérentiel étant fini dans le champ d’intégration, lordre 
des intégrations est indifférent. 
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Additionnant les relations (4) et (6), il vient 


; erate i: 
(7) sshd Narco aces 


car, d’une maniére générale, pour des arcs inférieurs a >? comme 


c’est le cas, 


I 
arc tanga + are tang a a 


vila 


on le voit en développant 


[ 
tang (arc tang @ + are tang ~) . 


La formule (7) peut s’écrire 


LT 
a Ole nl ie a 
2 


Si nous prenons les notations (XX XIX) 


WO, = w’, Oo =— © —®, W3 = w", 


nous aurons, en écrivant (LXI, p’w! et p'w” sont nuls) 


= a rs [ Pare ees rm pak es ee xl 
N= lo, = Cw’ = 9, nz = Cw3= Cw" = 9", 
(8) n= for =C(—w'— 0") = Cw! bo") =— f0'— Co" = — 1 
a \ 
d ou 
(9) N13 — O30) = ay 
ler, 
W3 w" at , K’ = 
——=_ s sX#= ou — oO. 
On w! K K 


Remplacons dans (g) w3; par — w,— Ws, Q3 par — y— 12: 


bie 
(10) Ufo SU SUED 3 ee 
otl 
on wy)’ ow! (— w' + w") 
W» Sa eS 


w’ == Kk est réel; w” est Vimaginaire /K’; le terme imaginaire est 
« KK’ KK’ 
K2-- K2’ K2+ K2 

Enfin, remplagant w, par —.,—;, 1; par —72—73 


est positif. 
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dans (9g): 


tt 
(11) i hark ar a laps 2 
dans 
r uv . ' r . Y 
Wo ail) a 1) tw = lW 
= == — 0 ) 
Ws wo" — tw" 


/ 
wu. 


le terme en 7, 1 — st th 
; Tar? St post if. 


En résumé posant 


(LXVIIT) m= C1, N2= Cure, Ns = Cus, 
ona (8) 
(LXIX) Ute ees F130, 


puis (g, 10, 11) 


UT 
(LXX) Stee aye te Ne a Oe Ns a 12 Oe re 


et Von a noté que, dans ces formules, les parties imagi- 


naires de 
Ws Wy We 
== = 


Wy Wa W3 
sont positives. 


es formules <X) peuvent s’écrire mnémoniquement 
bes: fi ] LXX) p 


in 
Panmater ae 
° Se 5 CTE 
W, Wz W3 ( coefficients de 8, 1, 8 égaux a — ). 
2 
Hi As Is 


133: DN Or [ei nous avons d’abord a envisa er ualre quan- 
= ) 
tilés 7 : 


ot) ne oon, i tw, tae te eto 
avec 
—w, +0) — ow), — | 
W2 = ) W3 = 
2 > 


Il existe d’importantes relations entre ces quantités 7. 


On a tout d’abord (LXIV?) 


C(uU +22) = FU+ 2% 
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. 4 
faisant u = — |, % 


C(— wt + 22) = C(— w} ) + 2, 
G(— w,) = S(— 04) + 2M, 
aa 01 =— 41+ 242, 


ae: calf PY be een 
Se 


iti 
oe 2, 2 


on a aussi 
C(u + 203) = Cu + 273; 


remplacons w par w, 
C(w, + 203) = Cw) + 293, 
C(— w,) = Swf + 273, 


Sit See edt Oe A 
we MS itis 2 35 


ee te ae 1s m— 7 
i : 
2 2 
En fin de compte, 
” i " tf u E M 
ii an) N72 Ha F hq fh 
CEXXIN): ise te a Se ee ee —— 
24 2 2 D2 


Il résulte de ces formules que 


1 DIA BSE Oy 


comme au n° 132. 
134. Reprenons la formule (1), écrivons-la 4 nouveau 
C(u— ta) + Cia = — ip p(u— ta) du 
Ya 


ou, identiquement, 
[ 


ey, . . [ [ 
C(u—ta)+ Cra = ——— + — 4 ——_______ 4 - 
U—tA 4 U—L4—2WQ  1a+ 25 
I : 
=~— p(u—ta)| du; 


(u — T& — 2wWo)? 


1 


% ie a 


écrivons ensuile, de facon semblable, 


1 I I 


£4 — 2Ws 


© CLE. 00) GC : 
“+ to tg U +14 — 20 
Mt I 
I 
ye fees (uU + La — 203)? Pion te) | aue 
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on aura par addition 


C(u+ita)+ C(u— ia) 


2Uu amt 2.U —2W,— 23 2, Wg —- 2W3 
Pe a eas Sore UE Fo Aa ae EGRET ea ee GL ee ee Re ee 
U2 + 0? (u — ta — 205) (U + 1% — 2.03) (2W.-+ ta) (2M3— 1a) 


+f 1 I 1 
W «CL (ta)? (uta)? — (U— ta — 209)? 


—~p(u—t2)—p(u+ta | du. 


(u + ia—203)2 


Faisons u=—w,=— |; comme [LX', p'(— o,)= p'(o,) =0| 
C(— 04 + ta) + C(— wo, — ta) = 20(— »,) =— 2%, 
il vient 
— 204 204 
(12) == DRS Serer ly See TN Ey 
OA ae ee (29 +14) (2W3— U2) 


ea SY = 
i } < 
- —— +...—plu+-iz)|du. 
‘ (u—ta)? 


Intégrons par rapport 4a. Ona 


m 
w, du a d. 
Sa ee tang — = arc Baro say 
9 7 4-2 Wy, Wy 


‘¢ wo, da 
- (29+ 14) (23—T4) 
o, da 
F (— wi, + wt + ta) (— wo — wo} — la) 
Wy du 


faa rTP 
i, 


es wo, da 
e 7 
w+ (a+ —t 
: i 
wa |% w 
g = 0 ast ern if 
b : t é ta 4 
=o are tans ——————— = Nh ak Oy Oe WY er NG ne — 
s wh " 80 Bisse Tw,” 


et, puisque 4, = 7,, (12) intégrée par rapport ao donnera 


a w i 
— 27/,% =— 2 are tang — + arc tang ——— — 2 are tang — 
Wy Wy CW, 


~— - 
ae (es da f F Zee +...—p(u+ta)| du. 


<0 
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(0) { bs 


Eaisons. {$= 
l 
" u 
) w 4 
(13) 24) + = 4 arctang —- 
t tw, 
i ; : ics - F I 
— a. et =e 
ai) 0 (u—ta)? (u + ta)? 


J i 


38 i en eS 
(uU—t%— 209)? (U-+-1% — 23)? 


— p(u—ia)—p(u+ ia)|au, 


Cette formule va jouer le réle que (4) Jouait pour le cas de A>0; 
; w” : . r : 
changeons le signe de 2; —t et w’, vont s’échanger (LXVI', LX VIS) 
L 
et 7, = 5(,, £2, £3) deviendra 


we” R 
i % O 
Gl =o Bo, 83) = (— 1055 83, = 6 4) 


L 
=— C(t, 82, — 3) = UC(w, Se, &3) = tH} 3 
” sree 
oy : HOS ype | Fe 
— se changera en son inverse ree Vintégrale double qui figure 
a3) 3) 
1 1 


dans (13) changera de signe si l’on échange wv et %: on aura ainsi 
§ u g 


analogue de (6) : 


ey! Oo l 
(14) aint, = gare tang —- —f[ auf |---| a. 
1 “vo e 


puis (13) et (v1) additionnées donneront 


” 


eae Ea eat 
Se ge Cb ed coe 


* " Pe (5 / “i 
WOy — 4,0, = UT. 


Remplacons w!, par 22+ ©, el 4) par 2%2-+y, (LXX1); il vient 


ut 
(15) %1W_g— FoW, = —; 
2 
; Ws —m, +0" I a LN AS ; 
dans le rapport — = —+—— = — - +4", le coefficient dei 
On 2.094 2 2K, 


est posit, 
Dans (15) remplagons wz = — w,— 3, Hy par — 7, — 3, nous 
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obtiendrons 
‘ it 
(16) 4301 — 7103 => —; 
2 

dans le rapport 
4 204 2.04 201 (@4— 04) 
Pras — yo == , ” == feo We ) 
Ws = w om; Oe Ww, + 0, wo P— or 


" u" 
14 
ty "9 


paar hai 


le terme imaginaire est (w', réel, w) imaginaire), il est 


Ww 


encore positif. 
Enfin, dans (16), remplacons w, par —w,—g, Hi par —42— Nay 
nous aurons 


ut 
(17) Nass Oa a? 
ou 
W3; 04+ (w+ w))? 
Say ie 72 7]? 
Ws wo, — 0 w/? — wo 


¢ five 20, ow eS: 
le terme imaginaire — “x est encore positif, 
wi? — w'? 


En résumé (15, 16, 17), 
7); 


tv 


(LXXIIT) qi. — 4201, = 430; — 413 = 42 %3- is Oo aloe GAEon): 


Ces formules sont les mémes que les formules (LXX), sauf 
. UT , 3 
que le signe de = est changé. Mais, les unes et les autres peuvent 


étre comprises sous l’énoncé que voici, et que nous retrouverons 


plus tard (n° 174) : 


135. On a 
Lt 
14WB— 78 Wo = & — (A> 0 ow A= 0), 
(LXXIV) fe Ae 
- étant le stgne de la partie imaginaire du rapport ; : 
Ya, 


VIII. — Dégénérescence de tu. 


136. Reportons-nous a l'étude de la dégénérescence de pu 


(n° 121). 
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\9 
: 2, 2 289 
1° k2= 0, 23 > 0; (=) = 


? 


Nee 983 
3 £3 983 fr 3 £3 ig 2 I 
(8) pu=— = + lee 
22 2 £9 2 £2 20 
5% e ) 953 2 ) een 
sin u“ 2 w’ 
2&9 , 
pets 
Or, on peut écrire 
ll y- 2 
i Tv TU / 7 
(19 Cu = —cot—, + ——_—— \ — pu] du, 
, ‘ 20 2W a TRL 
20) sin — 
e/g \ 20) 


et méme, plus généralement, 2w étant une période quelconque 


de pu, 


s kT TU a ™ \ 2 
Cu = —cot — + ———— \ — pu] du; 
20 2 Pa a Sat 2 
2G) SI —— 
2 


e’o 


en effet, soustrayant membre a membre cette relation de (LVIII'), 
on trouve cette identité 


o=0 
Il résulte de (18), (19) que 
j 3 es TU 
(Cu)ja=p = —— vw + — cot —, 
S2 : 2W 
puis, faisant u = w’, 
1 8's w a) ii 
= 7 p= 
1. Ree 12. 


x / 9 
: 20 ae 2 
puisque( =.) = 22. 
T 282 
2° k?—=1, 2;< 0. Onpeut écrire pu comme il suit, avons-nous 


\Plbs 
it iT 
: Sa u isan lu 
) 323 q\ ees + é 
(pu i —(—> . 
FC et ers 
e7® e 20 


On constate sans peine, par dérivation de la formule qui va suivre, 


que 
tT tte 
; WAY SaeNT 
P 3.83 ime 2 ah p2 oO 
COUR) Si u— . . 
229 may) L “uv 7 
e 2" ok wo” 
: wt 
faisant uw’: 
IL ™ 
ie == - ae Ho" St ee a 
282 2 


S600. 


CHAPITRE X. 


LA FONCTION: ou. 


I. — Définition. Développement en série. Théoréme d’addition. 
Formule d@homogénéité. Addition d’une période. Zéros. 


137. Soit w une période de la fonction Cw; west un pole simple 
de Gu (n° 130); donc, quand u tend vers w, Vintégrale de Gu 


devient infinie a la maniére de log( u — #). Pour éviter cette singu- 
larité, on considére, de préférence a l’intégrale de Cu, la fonction 


f(b =) an 
Cu—~) du 
(LXXYV!) oP Uh Uae D - j 
; Ans me — 
+ , d 
qu'on désigne parfois, en abrégé, par 


; fe dit 
(LXXYV?2) Silleaae ; 


On a, pour la premiére forme, 


u . 
l 
Logyvu = Logu +f (t u— a du; 
u 
eS 
pour la seconde, 
Logou = ft udu; 


pour Pune et autre, en prenant les dérivées des logarithmes, 


(LXXVI) SGU 


Cu est done la dérivée logarithmique de eu. La‘fonction ou est 


finie (LXXV') quel que soit u. 


138. Développement en série de ¢u. — On peut y parvenir par 
la formule de Mac-Laurin. 
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Soit (LIX) 


i : Ps a 
Cu= —— Az;u3— Axud— Ayu7—.... 
? u 


On a(LXXV'!) 


Sy Sb ges a 
Si Wer 2 P 
dot 
5.0) 105 
puis (LX XVI) 
; Ae, F ; 
? Caste te ee: das [ 5 = 
SiS SUE SIO : qT Asw—Aswi—...), 
Vou 
oy (0) SS 


On a ensuile 


SiC, 
uso u(Cu—pu)—cu(xCuput p'z), 


mr 4 \ 
Ss 0 = (CU pu) p=0=— 0; 


on trouve ainsi 


J o5U &: ui a2 49 L583 wil 
OLAX VIL) owe 
La fonction gu est donc une fonction tmpatre. 


139. Théoréme d’addition de cu. — Nous avons trouvé 
(LX) 


Ul 
f Uu 
C(u+e)+C(u—v)—2Cu= =e oe 
pu—pe 


ce qu’on peul écrire 


d o(u+Per)c(u—p) ad 

HES Thay en Oey fh wy 

7, v8 = Ty uos (Pu — Pe), 
G(u+e)o(u—e). 

al ty : (pu —pe)| On 


intégrons 


o(uo\c(u—o) | ] 
log] A, (pu— 7) = Log f(¢), 


o(U+v)o(u—o) | ‘ , 
I = flv) (pu po); 
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nous écrirons cette relation 


F(uU+v)c(u—vPv) ; 
(1) a =o(v)(pu— pv), 
F(U+v)c(uU—e 
ee = O(0) (ou pu—o2u py): 


faisons u = 0;6?u pu prend la valeur un (LVI, LXXVID, o2.u pe 


s’annule, et il vient 


sVG(—?) 
Se HD) 
GO“? . 


¢ étant une fonction impaire (n° 138), 


ov =—o(— v), o(v) =—1, 
Wow (1) 

c(u+v)c(u—pe) 
(LXXVITT) Sasi ee ee 


cette relation tient lieu, pour su, de formule d’addition. 

Elle a une grande importance, car elle renferme, pour ainsi 
dire, toute la théorie des fonctions pu, Gu, cu (n° 146 et sui- 
vants ). 


140. Formule d’homogénéité. — Ona 
(LXXIX) z(w oP =) = Vuo(u, £2, £3); 


comme on le voit en appliquant aux deux membres la formule 


(LXXVI1) et en se rappelant de (LXV). 


141. Addition d’une période. — Soit une période 2. Nous 
avons trouvé (LXIV') 


C(u+2w)=Cu+2n, 


ce que nous écrirons (LXXVI) 


CUA 20) _ Yeu ee 

S(U=- oO) =I. 
eee eer ys dy. eon 
a 9 (USE @ i 108 OU og 620, 


a 
o(u+2 
po w) 


du ene cu 
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el 
o(U+ 2) : 
ire Ba ci) = LogC, 
~ e249 
o(u + 20)) Cen 
2) ee ee 
(20 ou 
pour déterminer la constante C, faisons uw = — w; il vient 
Ou 
ES a G e- 270, 
o (— w ) 
GC =— e279, 
d’ou (2), 
(LXXX) o(u + 20) — — e2h(u+w), 
ou 
Si on change u en u—w : 
o(u + w 3a 
(LXXXI) Veh) are 


(w=) ~ 
La relation (LXXX) donne, en changeant u en u+2(m—1.0), 


cg(u+2mv) 


2S ee ee Se Ce AN) (S23) 
o[u+2(m—1)o| 


remplacant m par m—1, elc., 


o[u+2(m—1)w] 


a EAN Rrt—8) 0], 
o[u+ 2(m—2)w] 


multipliant ces égalités membre 4 membre, et tenant compte, pour 
composer |’exponentielle, de la relation 


14-3 --5-+...-+- (2m —1) = m2, 
on oblient la relation générale 


o(U+2mwH) _ 


ou 


(LXXXII‘) (— 1) e2mn(u+- mw) (m entier positif), 


changeons u en — w; on aura 


o(—u+2mw) 
o(— u) 


(LXXXII2) o(u—2mw) 
cu 


= (— 1)” e2nn(—U+mW) | 


= (—1)™ e—2my(u—meo) (m entier positif), 
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142. On a (n° 137) co = 0; donc (LXXXII') 
F(o+2mwH) = ne =. 


Ce résultat fait prévoir que ow a pour zéros les péles de Gu. En 
effet : 

1° Si @ est un zéro simple de cu, la formule (LXXVI) donne 

oa 

Ta 


BOO =a 5 


2° Sia était un zéro de multiplicité h de ou, on aurait (LXXVI), 


en posant 
cu=(u—a) fu, 
t 


ou hfu+(u—a)f'u 
Cu Se ES 
ou (u—a) fu 


faisant u =a, il viendrait encore 

CG) Say 
La fonction cu a donc pour zéros (LX VII) 
(LXXXIII) zéros de cu: 2104+ 2M2 a, 


ol wW;, WH, sont deux périodes fondamentales, et n’en a pas 
d’autres. 


Enfin ces zéros sont stmples, car (LX XVI) 


(3) o'(U + 24H, + 2MzW2) 


= F(U+ 2M, HW, + 2M2W2) C(U + 2M, 4+ 2M22); 


or, (LXXXI) 


O(U+ 2m, WW, + 2My2) C(U+ 2M, W1+ 2M2W2) S(U+ 2M) 
ou a0 o(U + 22404) ou 


— (— 1) Ms E2MgNo(U+2M, +771, W 9) 


x (— Layee erm Ni(u+m, 4), 
ce qui permet d’écrire (3) : 


F'(U + 2M, -+ 2g. ) 


— (— [ Parts | U E211 (UM Wy) -+-27719N 9(U+-27 4 4 +1736) 9) 


<x (uw + 2,01; + 2M); 
C(u+2m,w,+ 2myzW2) étant égal a Cu+e2myq,+ 2M, 


O'(U + 2M, Wy, + 2M201,) = (— 1) Fu(Cu + 2M, 41-+- 2M 72) 


>< E211 (UMW |) +2292 (U+2771,W +7719 4)9) : 
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faisons w— 0; ¢o est nul (n° 138); d’aprés (LIX, LX XVID), 


[ow Gwl=0— 85 
par conséquent 
3’ (2M, W,- 2Mz Wy) = (— pyrite, E2IN{ NO +232 s +2111, 1Ts « 


ahs a b>] 2 
le second membre n’étant pas nul, 2m,@,-+- 2m, Dest pas un 
zéro de o!u; done 2m, W,-+ 2m» est un zéro simple de ou. 


Corollaire. — ¢u admet par conséquent pour zéros rée/s 
2,0, OU 2M,’ si A>o, 
24,0, OU 2M, sin At<oy 


et n’en admet pas d’autres, 


II. — Expressions de cuz, ¢(u + i). 


143. La formule d’homogénéité (LX XIX) est valable pour p.=z, 
comme la formule d’homogénéité de Cu (LXV) dont elle est une 
conséquence. On peut done écrire, en faisant ~%== —1 dans la 


formule (LXXIX) : | 
S(U, $2, §3) =— to (Ul, £2, — 83); 

multipliant par ¢ et changeant 93 en — 23, 

(LXXXIV!) 4(ui, £2, 83) =io(U, Br, — 8). 


Cette formule est équivalente a la formule (LXVI'); aux formules 


(LXVI?, LXVI*) correspondront semblablement les formules 


/ u 
(LXXXIV2) sg (wut, w’, wo’) = io(u, —; tw! i‘ A> 0; 


/ 


(LXXXIV2) (ui, oo) = ba (a, iw), A er6, 


144, Pour définir (w+ iv), nous avons, er premier lieu, la 
relation (LX XVIII), qui, par le changement de ¢ en 7v, donne 


(4) o(U+ Ww) o(u— iv) =o? uc2iv(piv — pu). 


Le deuxiéme membre est réel, (LXXXIV', XLVI! ). La quantité 
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pu — ple est positive; en effet, si A > 0, ona (n° 117) 


ithe C204 


puts (n° 93) 


ple =— p(u, 8, — £3) =— plu, — e1, — é2, — e3) < —(— 63) = es, 
done, puisque e, > e. > es, 
PLew=e pu: 
si A <0, on a, semblablement, 
pw ae pu. 


Nous écrirons, comme il suit, la formule (4) : 


(5) ¢(u+iw)c(u—tv)=uc2(¢, 22, — g3)[put+ pl’, 2, —8s)]- 


E’n second lieu, ona (LX"') 


; : oe E : tpu 
rC(u + ie) pies o Ge 
pu— py 
ce qui revient a cette relation (LXXVI): 
0 (u+ip) 7 (u—Iv) J tpu 
& = 2 Ce SS ——— _- 
o(u + t) oul (22 KD) pue— pV 


Intégrons, par rapport av, de zéro av: 


: bas ae? ; 3 de 
Log ¢(u + wv) — Log z(u— ie) =2ielu+ipla [ 
“0 


<i s  e 
pu— pe 


Tipe HS Ne: ie dv 
fe cs 2tegCu+et “ —————_ 
ae “- ) 4 ¢ ) — Dp. 
(6) 1 zg) é J, Pu ee 


ibe, 
(u— ww) 


~ 
Y 
a 
\e) 


Les relations (5) et (6) donnent ensuite, par multiplication, 


J2(u + te) = F2u52(%, 22, — &s) 


v 


sb :s. dv 
viva tepiuf 


i pu—Ppv 


~*~ | pur P(e, Soper wios )] é 
im écrivant 


: o ¥ p i dev ) 
2V tt “ — 
i( os , Pu—De, 


© 


; ile aL 
e ’ = cos aetu+p'u | a 
pu-—pe 


0 


Sel Z waif 
+ usin rotut plu f ———— 
0 pe— per 


= cos F(u, ¢)+ 7sin F(u, 9), 


DE M. e 9 
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ona 
o2(u+ip)=o2uc2(v, £2, — &3 
<[pu+p(’, &2, — &3)| [cos F(u, ) + csin F(u, ¢)], 
O(U +79) == o wa (?, 22, — 8s) = 


el, puisque, comme on l’a vu, la quantité sous le radical est posi- 
live, ¢(u-+ te) est mise sous la forme 


A(u, 9) + ¢ B(u, ¢). 


III. — Dégénérescence de cu. 


145. Les formules du n° 136, qui donnent les dégénérescences 
de Cu donnent immédiatement les formules de dégénérescence 
de cu. Il suffit d’appliquer les définitions de cu. On trouve : 


1 fw’ \4 3 83. 
Ag: Or re dW mtu -(——-)  29w , mu = Sue 
1) 2 ==10, &3 >0, SU sin ——e’ \2 / = —sin—eb se , 
T 20 T 2 
Tin Tin 
t oxeayt om" Lf Tete) 
2w° e7>O" — e@ 20" _-(s— 
Detar £3<0, yu=— ae me 
bt 2 
IV. — Propriétés caractéristiques de ou. 


Equation a trois termes. 


146. La nature et les propriétés de ou se résument comme il 
suit : c’est une fonction bien définie pour toutes les valeurs réelles 
ou imaginaires de uw, toujours finie, impaire, ayant pour racines 
toutes les quantil's 2m,w,-+- 233, mM, el mg élant des entiers; 
elle est développable en série de la forme 


(7) cu= u(i+Au'+ Bus+...), 


avec une lacune du terme en uw? dans la parenthése; elle se repro- 
duit multipliée par un facteur de la forme e¢“*, quand on ajoute 
au des multiples quelconques de 2,, 20 3; enfin, elle posséde la 


propriété suivante, qui n’est autre que la relation (LX XVII), 


o(u+v)co(u—e) dad? az 


8 Oe oat ee poe 
( ) O7uUG57v du* 5 avp2 So 4 
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447. Comme nous allons le montrer, ces propriétés conliennent 
en germe toutes les propriétés des fonctions Cu, pu. 
1° Si Pon pose 


d ; 
Wy UO oH = SU, — -——Cu=pu, 


et si on écrit, conformément aux hypothéses du n° 146, 


o(U+ 2M, o,+ 2M3W3) = FU er4+h, 
ona 


C(u + 2m,w),-+ 272303) 


d d d 
a A = ay ly aut+b 
=A Log o(u + 2740; + 2M303) = a Log gu + Aa v8 ¢ ; 


C(u + 2m,0,+ 2m3H3) = Cu+a, 
puis, en dérivant encore 
p(u + 27, 0,+ 2m303) = pu, 


ce qui établit la périodicité de pu. 
2° Les formules d’addition se concluent de (8) en écrivant cette 

formule 

S(u-+-v)c(u—o) _ d wu aS? d 


— = le 


s2ug2 1 du vu dv ov du de 


Cy =—pu-+pe, 


Log ¢(u +) + Log o(u— ») —2 Log cu— 2 Logg» = Log(— pu + pp); 


dérivant par rapport a u ety, d’ou 


ee hee ds he Oa ee 


~ pu —pr- 
eater Ge Se i eae ae 
(u+)—C(u—)—2Com—— PT 


puis dérivant de nouveau par rapport a uw, on obtient 


J ) pu 
p(u+e)+p(u—v)—a2pu eT ry | 
0 prer. 
. p(u+e)—p(u—e)= Ie 


el, par conséquent, 


0 pu—p'p 


(9) 2p(u+p)=2pu— > aay 
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3° Cestune formule d’addition, mais dans laquelle figurent pw, 

; ; " eae: 
pu, p’u; il faut pouvoir faire disparaitre p'u et, pout cela, 
connaitre la relation qui lie pu a pu. Or, en dérivant par rapport 


av, ona de méme 


0 pu—p'e 


DD Uh = |? eee 2 De 
>p( ‘ d Og pu-—-—pv 
el, par conséquent, 
0 pu—p'e 0 pu—pe 
2 pa a pe 
Ou pu— py CP Die— DF 
0 piu piu pe g py prpu 
2pu— — —- ——- = 2ps SOR Pa es 
YIN STA —— oye) (o/h —— 9 0)i))) op py—pu (pe—pu) 
” t9 ” figfene 
a" U ens "9 prs 
Sy ye ee ee eens d = 50 
pu—pe (pu—pey) pu—pe  (pu—pe?P 
Posons 
du ar 
t ! " 
ae DELL ete CLO Ju = —>) Yu= —; 
} , d y dx J dur? 
il vient 
a x J dx? pe pe 
LLB $= opp ee 
du? «—pv du*(xa —pe)? P pu— pe (pu— pp)?’ 


as a oe cee dx 
divisons par z — pe, puis multiplions par 2 —: 


du 
F dx : dx da 1 dx\3 I 
5 PENS weet red 
dus duu du? (a@ — pe)? (aa) (2 —pe) 
pv dr | pe dx 


t 


=| 2 isle 
(x—pe)? du (7—pe)s du 


Intégrant les deux membres par rapport a la variable 2 = pu 
et désignant par @ une constante d’intégralion, nous aurons 


! 2 P Hf '9 
(* =A4(pu+a) ps ee eee 
pu—pe Du— DP (pu—pe) 


ou bien, en chassant le dénominateur, 


+ 


p?u=4(pu— pe)? (pu+a)+2p"e(pu— pe) +p%e. 


fae 


Ici, » est une arbitraire. On voit que pu peut s’exprimer par 
un polynome du troisiéme degré en pu. Pour définir ce polynome, 
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oo 
oo 


on observera que (7) 


Cu= —-+ 4Au + ; 
u 
i 
.u = — — 2A u? + 
: ur 
2 
pw Na Ee; 
ue 
, 
4 
Dee ee ON 
8 2 
- 4 Pras: 
fp 0 —— —— 30.A — 
7 2 
I 
NOY a ee 
wi 


d’otiil résulte que le terme en p? w doit manquer dans le polynome 
du troisiéme degré et que p’?u est de la forme 


p2u=A4piu— gopu — g3. 
4° It est dés lors facile d’amener la formule (g) a la forme 
(XLV). 


in effet, dérivant 


p?u = 4 piu— gapu— gs, 
il vrent 
2p" U=12 p2u— go, 


2p"u(pu— pe)=12p2u(pu— pe)— go(pu— per) 


=12p2u(pu— per)+ p2u— p2e — 4( piu — p3e), 
puisque 
pu — p2o = 4( pu — pv) — g2(pu— pp); 
cela permet d’écrire (g) comme il suit : 


(pu—pe)pu—(p'u—p'e)p'u 


op(u +9) = 2pu— (pu— pe)? 


2(pu—pe)p’u— 2(p'u— p'v)p'u 
4(pu—pe)P 
12p2u(pu—pe)+p"u—p2vo— 4(pu— pie) — 2(piu — p’ v)p'u 
4pu— pe)? 


p(u+v)=pu— 


= pu— 


8 piu + 4 pie — 12 p2u— p2u— pte+apu—p'e 
i(pu— pep 
aA aap 0)" jpiu—4p*upo— 4pup?o+ 4pio 
— 4(pu— pe)? 4pu— pe) 
= E Gee) ——s p Ut —_— py. 
4 


pu—per 


2S pu 
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148. Nous avons écrit (8), en changeant w, v en a, b, 


ala b)o(a—0) as oa Lene = oe — Oe 
—s2ac2b ~~ dar Log oa db2 Log omy) o(a) Of ) 


de méme, 


o(c+a)c(c—a) d2 ; ; ak bee : ~ aay) 
eee Fr een Wer LOSS « ee ree es, g(a)=C A, 
Slaer ata) ey, eee 
cactd TI DIGES 
CP OO) ey eee 
Sbod ctec2d 


de Videntité, facile a vérifier, 
(ACER) (CRED) OCBE CIA DD tC A Dee 


il résulte la relation remarquable, appelée equation a trois 


termes, 
s(a—b)¢(a+ b)c(e —d)c(ce +d) 


(LXXXV) +¢(b—c)¢(b6+ ¢c)¢(a—d)o(a+d) 
+¢(c —a)o(c +a)o¢(b—d)o(b+d)=o. 


Inversement, supposons 6/0 = 1 dans cette relation, faisons a cet 
effet d infiniment peu différent de c, on voit d’abord que o est une 
fonction impaire, car la premiére ligne représente une quanlité 
nulle, et les deux autres se réduisent ensemble a 


o(b—c)¢(b+c)¢(a+c)[c(a—c)+c(e—a)], 


qui doit étre nul, ce qui suppose g(a — c)+¢(e—a)=0: 
donc o est une fonction impaire. Egalons maintenant a zéro la 
dérivée prise par rapport ad de (LXXXYV) et faisons d=c dans 
cette dérivée; si Cu estla dérivée logarithmique deou, nous aurons 
—¢d(a—b)c(a+ b)c(2¢c) 
+o0(b—c)¢(b+ c)¢(a—e)c¢(a+c)[—C(a—c)+t(a+c)] 
+(e —a)c(c +a)c(b—c)o(b+c)[—C(6b—c)+ (6+ c)]=0 


ou bien 
g(a+b)c(a—b) 
F(a+c)cF(a— c)d(b+c)c¢(b—c) 
I 


= Ge +¢c)—C(a—c)+C(6b—c)— (b+ ¢c)], 
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puis, quand c tend vers zéro, 


C(a+c)—C(a—c) 2Ca of da 
fim @——————____=——___- — —=_ = /q= Log ca, 
o(2¢) oo : da? ; 
. C(b-+-c)—C(b6 —e dad? 
gas ea ns 0 Nd De ey 
c(2¢c) Ab? 
Vor 
F(a+b)c¢(a—b) d2 | a | b 
———________—_—* = —_ Jog ¢a — 1025 
c2a52b da? dbz “8 


c est la relation fondamentale (8). 
Ainsi, la belle propriété qu’exprime la relation (LX X XY) carac- 
térise la fonction gu et permet de remonter 4 la définition de pu. 


CHAPITRE XI. 


LES FONCTIONS oyu, you, F3 


u. 


I. — Définition des fonctions 7,17, 721, 
149. Soient w,, ws, deux demi-périodes fondamentales de 
’ 3 p 
pu(A>o ou A<o), el w,=—w,— 3. Nous avons trouvé 
(LXXXII), 2 étant une période quelconque de pu, 


J(uU+ 2mMwW) 
ou * 
par conséquent 
F(U+2M,,) 
Tu 


o(U + 2M2zW2) 
TU 


T(U + 2233) 


(— 1 )/ e2mq(u+mo)) - 


= (— i) a 2H (em, O),) Bs 


(—1 42 E2MaNalU MDs 


TU 


Paisons 972, == Jits == 3 
premiére formule, uw en u— 
dans la troisiéme; il vient 


Oi (TE) 19) 


[ a @2773T 3(U+IO), 


changeons uw en uw — wo, dans la 


dans la deuxiéme, uw en u—ws 


o(u — 4) 


o (ul + we) 


J(u — we) 


J(u +- w3) 


Se )3 ) 
ce qu’on peut écrire 


e—M" oF (uU + w)) 


e—"a"" J(u + W2) 


es" S'(u + 03) = 


ernie, 


— er%st. 


en" J(u — 4), 
ens ayi(( ui 2), 


ena" F(u — 3). 


¥* 
att 
y 
LES FONCTIONS O,ll, Fall, 53U. GF) 
Nous définirons trois nouvelles fonctions 4, U, do, 33 se ré- 
1 ) 2 
duisant & wn pour w= 0, en écrivant 


, o(u+w 7(u—,) 
Sih = Cm ) = (Aue : 
TO), TW, 
« ae oy + Ww sy — Ww 
AUKOR ie) say et tate eee or 
T Wo J We 
-5(uU + Ws) eS ( UL — 02) 
~ at — Tall < ee aTjatt £55 
Sey ia amet See ee ee ad 5 SE a 
T Wy3 9 3 


150. su est une fonction impaire (LXXVIL), mais o,u, d2u, 


3;u, sont des fonctions paires; car, par exemple, 


S 5 (106 = G4) Peat 00) 79) =, 
Telia Ly) vs 4 e71u = one 
J W4 TO), 


151. Zéros de s,u, 3.u, 33;u. — On sait (LXXXIT) que gua 
pour zéros stmples 2m ,o,+ 2Mow,; 5,u est done nul.si 
Wy Uw = 277; W4 -+ 27%o Wo, uU = (2m, —1) 4 + 2MeWo 
ou bien 
uU = (27%4,+1)0; + 2MsW5; 


de méme 
J1|[(2m,+1)0,+ 2M Wo] =O, 


Fo[ 27240, (2M_+1)W2| = 0, 


F3[ (2m, + 1)H4+ (2M,+1)W.] = 0. 
Ce sont des zéros simples et il n’y a pas d’autres zéros (n” 442). 
Les fonctions 6, u, ¢,U, Fy sont finies comme cu [n° 137, 


(LXXXVI)] quel que soit u. 
II. — Addition d’une demi-période aux fonctions cu, 7,u, F2uU, F3U. 
Fonctions U,, U2, U3. 


152. On a en Utrant d(u+o,), ¢(uU+2), S(uU+ Ws), 
o(u —,), (uu —w»), F(u — w;) de (LXXXVI) : 


| Si => OF ) =, EM ow, Oy, 
(1) { O(U+ Wo) = Ef SW Celt, 
] 5 (&+- W3) = C13" FW, TZU; 
\ S(t“ — 4) = — 6-14 Fw oy U, 
? 
(2) « 5(U — 2) = — e-N" FW alt, 
] T(U — 3) = — C23" 5 W3 3 UL, 
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On a aussi (LX X XVI, oti l’on a changé u en u + w, et LXXX) 


)o(u+ 20) 
Sat eT ie fe, 


Sy1(U + 04) = +» e~MlU FO: 
au ( 1) OW, 
Ou E21 (U+W 5) 
Sea eee 
lomo 
owl 
Uu 
= — efi (+) = > 
TW, 


et de méme pour 62(u + ».), 63(u + w;); donc 


| P Cu 
S (u =f ), ) = — @fs(U+,) ) 
mor 
; Cu 
(3) i T2(U + We) = — EN(4+s) —_, 
O We 
, oo 
3(U + W3) = — efal+s) —_; 
o Ws 


changeant dans la premiére formule w, en — w,, observant que 
71= Sw, devient ¢(—w,) ou — Cw, ou — yj, que dw, devient 
3 (— ,) = — ow,; changeant danslasecondeformule w, en — was, 
dans la troisiéme w3 en — ws, il vient 


ou 
O1(U — wy) = EMi(U—-O)) ‘ 
lomoyy 
: ou 
(4) Sg (Ui =") 9) = site 2) 
- Oo W3 
‘ cu 
a3 ( Ci On ) — e—Aalu—W) 
TW3 


153. Dans le but d’écrire plus commodément les formules qui 
vont suivre, nous introduisons ici les fonctions U,, U,, Us; 


1 
os i ee 
U,;=cow,e Sem a 
1 
4 io. 
(LXXXVII) Us=cme 2”, 
Lees, 
ae gs 
\ Us=ocuwge ” ) 


qui permettent tout d’abord de résumer comme il suit les formules 


(1), (2)s (3), (4): 


i (SE) sens a 
(LXXXVIL) 


rea UH a= Oe )) ene eo 
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On aura ensuite (LXXXVI, ot Von a changé uw en w+ wy et 
LXXXVII) : 


et | ' 

Z T(U + W44+ We 

71(u — W)) = CF 1149) SL oe Sead SP ees 
TW 


Se eeqerone (u— 3) 


TW, 


= — e442) e—fytt 


~ > 
= — ENstl—HiWs we soe eae ges NK ad 


? 
TW, 
‘ 
U ah (a) 4,0 
é 7 = (a3 5 
————— eNatt—710. —3 e a 9 Ub. 
1 
: ; 1 1 : 
Not — Ty Wat = NxM,— = TW, U; 
=—e i , TOs 
U; 
1 1 = 
Nett— M1 Met 5 (M1 + H2)(M1,+ O2)—5 1141 Us 
eS 5 x = fs ORCI F 
4 
i 1 y 1 
Ne { U+= Ws) +5)4.0,— 7'Os) Up 
—— @ a a — 33U 
é U; S3U, 
avec (LX XIV) 
UT 
G2W1— Qi We = yan 


cette formule peut s’écrire, en posant 4 = 1,8 = 2, y= 3 
iy aes 1 - 
Ng ( u+= 2) + > (93g — Ty a) Uy LA 
T_(u+ wg) =—e ? ‘ 7 Oyu (aie Bale 
Un 


formule valable pour «= 1, 2, 3 et 3=1, 2, 3 (a8). 


iy 
Si l’on change wg en — 3, 4g== C(wg) devient C(— mg) ou 


— 4g, par conséquent 


I 1 
—n3 {i 78) — 5 (N83 = Nag) Uy 


To(u — wg) =—e pane u 
Ui ¥ 
réunissant ces deux formules en une seule 
A 1 2 
£73{ ut= 3 ) + 5 (130,— Tas) Uy 
Fz(u=wg)=—e en eee wor a 2 8); 
(LXXXIX) Ud 
ee ve 58 
(LXXIV ) 180% — TB = &—- 


III. — Addition d’une période aux fonctions cu, F,u, F2,u, F3u. 


154. On a (LXXXII) 


(5) J(u + 20,) =— e244 OD) FU; 


(6) o(u — 201) = — E-2Ull-ON GY, 
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Changeons wen w+, dans (5): 
o(u + 3w, ) = — erFile20)) 5 ( + Wy ) 


ou (1) 
O(u + 3) = — EF UU 201) EN Sy 4 


== — E3411 Fwd, Sy UL; 


donc, en changeant uw en uw-+-20, dans la premiére formule 


GI's 


F(u+ 30) 


71 (ut + 2W,) = CNN 20) 4) A 
7 W4 
= —— OAT 4204) C8, U+44,0, Sate 
— — E2142, 4 71, 
G T(U +204) = — eF14O1) oY; 
changeant uw en — uw, se rappelant que 9, u est paire, il vient 
Sr CE ID Cd op Ns an EO tL 
(8) Gal Ua Oy en ON ar 


Dans (LX XXID), 


= 


3 (Qa DO, |) Ss ae i! Wels atiy.s 


changeons uw en w+), 


(+ Wy + 209) = — ErMlU+O +s) 3 (  — ws) 


ou (LXXXVD, 


(uM + y+ Di) )) SS = C2Na TO +W) ENs + Wy, Ty 


— _ 22N9l +O (+-Wo)+ Nott oy Wy oy ut 


il en résulte, en changeant w en w+ 2, dans la premiére formule 
(LXXXVI) 


J(u - 2W9_ 
Slew a5 ids eA (e205) Sal rate ON iets chal 2 


Tw, 


——— C1 (UE 2W 9) e2N2(U+W 1+) 4)+ yu os lu, 
= —  E2NQU—2N 14 +2N9(M 4 +-Wo) w1 UU, 

= = C2 2( UFO 9)—29 4. +2N 90 | oy W. 

= — E222(U+W)EIT oy TE. 


(9) SRE SUB CEMENG ONG cH, 


puisque 


es 4a ae 
CAT = COS (S =i P= ESM (sen) =n 
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on retrouve aussi cette formule en changeant u en u + Ww, dans la 
formule (LXX XIX) ot lon a faite =1, B= 2, ~=3. 


Changeant u en — u dans (q), se rappelant que o, u est paire, 


oe ae 2Wy ) = eE 24%2(—t+-Ws) o1(— i). 


(10) OM (EE cam DC i ee EN BU OP eye 


Ainsi (5-10) : 


CenecGreate 2W4) = — CF 2NgUEWe)  Y 
(XC) 1 Og(u + 20q@) =— etMalutOa) oyu (aa). 
Se(ur= 2 wg) = e213 (UEW 3) Sy U 


Iv. — Expressions de /pu —e,, (pu—e2, Vpu— es, 


V C1— @e, V G1— 63, V €2— @3- 


155. On a(LXX VIL) 


pu—pe= 


remplacons ¢ pat W,, 2, 33 il vient 


O( UA Oy )\S (=U = 0) 
pu — PW, = - = > ’ 
o7U G20); 


o(u+ w,)d(u— 0) 
—. = 5 
T2U S* wy 


OU (Ges) 
EMS Wy SU C= U4 Wy 64. 
<< S72 S2O)) 
eyed) 
es 5 a ee 
Oe Ue 
3 x a 
© est-a-dire 
oe W) 
Pe 4— => 
5b 
ou bien 
Wik ea ONE T2U T3U 
(XCI) lou = e= — Vpu—e= , pa eee 
FU u“ ou 


156. Faisons w=, dans les deux derniéres formules; on 
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aura (LXXXVI) 


oy ++ We oy ad ayy 
Tot, ence 9) (04 Me) = gx Hints =) ( D3 ) 
J 04 TW, T Wo Tw, TMs 
S fox Ws 
— eh 


a 
TO), TW 


lawl low 1 5 VS Ws 
O30)4 7 (w+ 3) ~t 5 2) 
Vei— 63 = = ee mee gO 


TW TW, TW; TW), TW3 
we 
= — e— 13%: pet = 
CW, OW” 
= 
——s O2W, T(W3+ ; TW 
Vase 2 eat pata ee) us 3) = — 6-22 
TW. Tw) TFT W2TW3 
ainsi 
OW, ST do 
low 
J We 
(XC) Jae 


2 
o 4 FW: 


Ve =— ea, aie md . 


JT We TW 


V. — Relation entre p’u et cu, 5,u, Fou, F3u. 
157. La relation 


plu =V/4(pu— e1)(; 


€3) 


peut s’écrire (LXXXV IIT) 


(XCIII) Pigs TSU Sat 
o3U 


avec le signe —-, comme on le voit en faisant tendre u vers zéro 


. 


VI. — Multiplication de ’argument dans ¢ uw. 
158. On a trouvé (LX XVII) 


o(e+tu)o aka 


S49 02u 


(11) pu—pe= 
ce qu'on peut écrire 


pu—pe  c(e+uyc(o+ wu) 


u—Pp _S o*¢ 0? u e—u ” 
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faisons tendre ¢ vers u: 


de plus (LXXVII), 


5 o(v— uw) : ow 
i == lim (| —— ayn 
u—v v=u WwW | w=0 


donc 
; (Oe) 
(XCIV) Res omer cra 
Comparant avec (XCIII), 
(XCV) COU) =n ONG p WLIGy UW OitL GO U 


remplagant o, uv, J,u, ¢,u par leurs valeurs (LXXXVI) : 


ae o(U+0,)o(U+02)co(U+W 
(XCVI) Be ae Ce 
TW, TW, T7W3 


On a aussi en faisant » = nu dans (11) : 
e 


7 _  o(n+1)uc(n—1t)u 
(XCVID) Bsa are 


Ss 


TROISIEME PARTIE. 


GENERALITES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 
APPLICATIONS AUX FONCTIONS pu, Cu, gu, sn, en, dn. 


#” 


= = 


CHAPITRE XIE 


DEFINITION GENERALE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 
REPRESENTATION GEOMETRIQUE DE LA DOUBLE PEKIODICITE. 
NOUVELLE EXPRESSION DE pu. THEOREMES GENERAUX. 


7 


I. — Fonctions réguliéres. Points singuliers. Péles. 
Cercle de convergence. 
Définition générale des fonctions elliptiques. 


459. Une fonction f(u) est appelée ricuLitErE au point a st 
Von peut la représenter par une série de Taylor 
¥ 


i—@ ,; (u—@)? p, x 
: : faye Ae pra) +... 


f(u)=f(a)+ 


convergente dans un certain cercle ayant pour centre le point a. 
Au cas ott cela n’est pas possible, le point @ est appelée point 
singulier. Des deux fonctions 


Sw —— A 


uz 1 us 
ar 2 5 aa pee ne! 
eat 4k? (a2 3) 5 PERN gies 


. 


la premiére seule est réguliere aux environs de u=0; uo est 
un point singulier pour pw. 

Parmi les points singuliers, on distingue : 1° les péles; d’une 
maniére plus précise les pdéles a d’ordre n (n entier positif) aux 
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146 TROISIEME PARTIE. — CHAPITRE XII. 


environs desquels (u— a)" f(u) admet un développement con- 


vergent @ 


u—a , CU == OO ys 
o' (a) + ———¢o"(a@)+...}3 
. ss ee 


(u—a)” f(u) = 9(a) + — 
2° Les points singuliers essentiels ou ceci n’a pas lieu. 
Nous admettrons la proposition fondamentale suivante : 
Tutorime. — Une série représentant une fonction réguliére 
au point a est convergente dans uncercle ayant pour centre le 
point aet pour rayon la distance du point a au point singulier 
le plus voisin de a. 


Ainsi sn, cn, dn ont pour pdles (XXII) les points 
amK-+ (2m'+1)iK’; si cK’ est le pole le plus proche de Vori- 
gine, ou celui de moindre module, les séries ( VIII') représentant 
ces fonctions convergeront dans le cercle ayant pour centre Vori- 
gine et ayant pour rayon K’; autrement dit, elles convergeront si 
modu < K’, que w soit réel ou imaginaire. Si 2K < K’, le cercle 
de convergence aura pour rayon 2K, 


160. Dérinirion G&NERALE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. — On 
appelle roncrions ELLIprigues les fonctions : 1° untformes, 
2° n’ayant a distance finie d'autres singularités que des péles, 
3° admetiant des périodes qut peuvent étre composées par 
addition et par soustraction avec deux périodes primitives 
(ou fondamentales) 20,, 2Qs. 


Nous connaissons plusieurs fonctions elliptiques : sn, cn, dn; 
pu et ses dérivées. 

Ces fonctions sont uniformes en ce sens qu’a une valeur donnée 
de u ne correspond qu'une seule valeur de la fonction. Nous con- 
naissons les points singuliers de sn, en, dn; ce sont des pdles 
simples; ceux de pu, ce sont des pédles doubles. Enfin, nous avons 
étudié les périodes 4K, 22K’ de sn, la période générale 
4mK + 2m'tK' de cette fonction, les périodes de cn, dn, pu. 


161. Tuorntme. — La dérivée d’une fonction elliptique est 
elle-méme une fonction elliptique. 


En effet, si une fonction n’admet a distance finie d’autres sin- 
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gularités que des pdles, c’est-a-dire est réguliére, il en est assuré- 
ment de méme de sa dérivée. Si de plus 


FU = 2.Q;) = fice), GRC 2 OS) SAN 


on a, en dérivant par rapport a w, 
Sf (4+ 20,;)= f(z), J (t+ 2Q2) = f'(u); 
J(u) admet donc, comme f (uw) les deux périodes 22,, 2Q2. 


II. — Parallélogrammes des périodes. 


162. 1° Pour sn, que nous écrivons sn(u+7¢), construisons 


(fig. 12) 


Me he 
fences ana 
a 
eu’ > 
a 
AK 
a 


“4K 
a 


“27K 


les rectangles ayant pour sommelts les points 


(a) u=4mk, C= 2 hs 
(6) u“=4(m+1)K, PSST TAN 
ere) u=4(m+1)K, 9 = 2(m'+1)tK’, 
(d) te Arr Kk, p= 2(m+1)tK’; 


‘en vertu de la périodicité, sn prend la méme valeur en des points « 
semblablement situés dans les rectangles; en vertu de la périodi- 
cité encore, sn prend toutes les valeurs dont il est susceptible, 
c’est-a-dire toutes les valeurs possibles, dans un rectangle quel- 
conque. 

2° Pour cn, la représentation est un peu plus compliquée, car 
nous avons la période réelle 4K et la période 2K + 27K’; ici, les 
rectangles de tout a ’heure deviennent des parallélogrammes dont 
certains cétés sont paralléles a Ou (fig. 13). 
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3° Plus généralement, si les périodes d’une fonction elliptique 


v4 


sont A-+ uc, y+ 0, on aura des parallélogrammes abcd (fig. 14) 
dont aucun des cétés ne sera paralléle 4 Ow, Ov. Mais, quoi qu’il 


aa eee 


en soit, la fonction prend toutes les valeurs qu’elle peut prendre 
dans un guelconque des parallélogrammes et elle prend la méme 
valeur en des points correspondants « des divers parallélogrammes 
du plan. 

Les parallélogrammes tels que abcd s’appellent parallélo- 
grammes élémentaires, 
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Aux parallélogrammes des figures 12-13, on peut souvent 
substituer les parallélogrammes identiques construtts a partir 
d'un potnt eue.congue O, du plan (fig. 15). La fonction prendra 


Fig. 15. 


la méme valeur en des points homologues « de ces parallélo- 
grammes; elle prendra toutes les valeurs qu’elle peut prendre dans 


un quelconque de ces parallélogrammes. 


III. — Théorémes généraux. 


ie ets oft ‘ i : 
163. Tutorime. — Une fonction untforme finte en tous les | 

points du plan, le point compris, est une constante. 
in effet, la fonction étant finie ou réguliére pour le point vu = 0 


comme pour tous les points du plan, on peut écrire 


S(t) =a) + aU+ a,u?+ azue+..., 


ou la série converge dans un cercle ayant pour centre le point 
séro (l’origine) et pour rayon la distance de ce point au point sin- 
culier le plus voisin de l’origine; comme la fonction n’a pas de points 
singuliers, la série converge dans tout le plan, elle converge méme 


: ‘ sb sighs I 
pour uw infini, c’est-a-dire pour u/=o0, ou u! = = ay08 


ae platens ay (a2) a3 
teh 4 FG) =a; pe ae Ee 
u U2 ue 
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- er pe = 
ne converge pout u—oO que Sl] 


A= Ag — 43=—..-= 9, 


c’est-a-dire si 


fC) "ao. 


164. Tutorime. — Une fonction elliptique devient nécessaire- 
ment infinie dans un parallélogramme élémentaire, sinon elle 
se réduit & une constante. 


En effet, si une fonction elliptique était finie dans un parallélo- 
eramme élémentaire, elle serait finie en tous les points a distance 
finie ou infinie, 4 cause de la double périodicité. Ce serait donc 
une constante (n° 163). 

Cette proposition a une grande importance. lly a souvent lieu 
de lappliquer. Nous allons en avoir immédiatement un exemple. 


165. Nouvelle expression de pu. — Considérons les fonc- 
tions pu et Pu, Pu définie par 


I Si I I 
Q) Pu= 5+] —_*________i____}, 
uz (U— 2Mo,— 2M v2)? (2Mmw,+ 2M We)? 


le signe 3! indique qu’on doit donner a m et a m’ toutes les valeurs 
entiéres possibles, sauf les valeurs m= m' = 0; 20,, 22 sont 
deux périodes fondamentales de la fonction pu. 

La fonction Pw est uniforme comme on le voit. Elle admet les 
deux périodes fondamentales distinctes 2w,, 2.2; en effet, si l’on 
forme, par exemple, la différence P(u + 2w,) — Pu, ona 


1 1 
(u+tom,)2 Ww 


, 
I 
apa : 
(+ 20;— 2mw,— 2m’ we)? 


P(u+ 20,;)—Pu= 


I 
(u— 2mMo,— ad 


= : 
( [&@— 2(m —1)0,;— 2m' we |? 
— : } 
[u—2mo,— 2m’? §’ 


ot la derniére somme est étendue a toutes les valeurs entiéres de 
; a coey aye er 
m etm, m=m'=0 compris; cette derniére somme est nulle; 
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car en considérant les termes qui correspondent a une méme 
valeur de m’', on voit qwils se détruisent deux a deux. 

Cette démonstration suppose que la série définissant Pu est 
absolument et uniformément convergente dans tout domaine 
borné R qui ne contient aucun des points 2mw,-+ 2m wo, puis- 
qu’on fait en cours de route un changement dans l’ordre des 
termes. Hl en est bien ainsi. En effet, on a 


I 
(u—2mo,—2mM' WwW)? — (2mMw,+ 2M’ w2)? 


2 U(2Mw4+ 2M’ WwW») )2>— u? A 


~ (2mW,-+ 2M’ ws)? (U— 2Mw,— 2M’ w2)? ws 
1 2 


ot A tend pour «= vers la limite »w, quanuté dont le module 
A ha 1 
est fini dans R, donc la série Y= est absolument convergente. 
¢ 


Ev conséquence, Pu est une fonction ellipuque de périodes 
24, 202. Pu—pu est done aussi une fonction elliptique de 
périodes 20, 2». 

La fonetion Pu— pu n’a pas de péles. Cette fonction ne 
peut avoir que les poles 


U = 2MLW, + 2M’ Ws 


de Pw et pu. Examinons d’abord le pdle u=o : 


I 
I I 
Pa—vu= — == yu + SS oe 
} wa ba (u— 2mw,— 2m’ vd.) 


I 
(2mo,+ ma | z 


1 - 5 
pour % == 0, > — pu est nul (n° 419); 2’ Pest aussi; donc 


» 


(Pu — pu)yu=o= 0. 
P: = eis Sle ant - 
Passons au pole u == -+- 20,, 


Pu—pu= P(u—»20,) —p(u— 2) 


I 
= u 20) 
(t%— 2, )? pC 1) 


ae 
} Ae ED 
(uh — 20;—2Mo,—2mM' 2) (2m, 2m’ wW.)? 


ot. la somme 2% est étendue a toutes les valeurs de m’, sauf la 


valeur zéro, et a toutes les valeurs de m, zéro inclus, sauf la 
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valeur 1; faisons vu = 204, ona 


: ( ) | (6) 
Sy NH OY, =a); 
(u — 2,)? y u=20), 


comme on le voit en écrivant uw! a la place de u—2w,; il reste 


M ' . a" I I ; 
OPT ZA ey = » ee é Sh ies 
PU Neto, (2mm, 2M)? (2mw,-+ 2m’ @2)> | 


(Pu— pu)u=aw, = 0. 


On verrait de méme que, pour un pole quelconque 2nw, + 2n'w., 


(Pu — Pp U)u=2nw\+2n'd)s = 0. 


Pu—pu étant une fonction elliptique dépourvue de poles 


(n° 164) 


Pu—pw=const.= A, 


ce qu'on peut écrire ae; 


faisons u = 0; les deux expressions du premier membre deviennent 


ihe ‘ I ; He PANE : 
nulles : cela est évident pour Pw — ace d’apres la définition de Pu 


q 3 . me I 
et l'on a vu (n° 119) qwil en était de méme pour pu — Fae par 


conséquent, 
IEE O: 
ere ee 


On peut done écrire (1) 


' 
(XCVIN) pu= i+ — Soren 
ur (u&@ — 2mo,—2mM'w2.)? (2mw,+ 2M'ws)? 


le signe &! indiquant qu’on doit donner amet a m' toutes les 


valeurs entiéres possibles, sauf les valeurs m= m'= 0... 
Cette expression de pu nous permettra de généraliser cette 


fonction (Chap. XII). 


166. Tatorime. — Une fonction elliptique a un nombre 
limité de péles dans un parallélogramme élémentaire. 


Une fonction elliptique a au moins un pole dans un parallélo- 
sramme (n° 164); elleenaun nombre limité. En effet, supposons 
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que dans P une fonction f(w) ait une infinité de pdles; divisons le 
parallélogramme en quatre (fig. 16),,en joignant les, milieux des 
cétés; dans un de ces quatre parallélogrammes au moins, il ya une 
infinité de pdles. En continuant ainsi, on aura une suite de paral- 
lélogrammes tendant vers un point a du plan et contenant tous 
une infinité de poles. En ce point a la fonction n’est évidemment 


Vig. 16. 


pas réguliére : le pomt a est donc un point singulier ; mais il ne peut 
pas étre un pole, car un pole est nécessairement isolé et nous venons 
de voir. que, dans une aire aussi petite qu’on le veut autour de a, il 
existe une infinité de pdles. Ce pdle est donc un point singulier 
essentiel de la fonction, ce qui est impossible, puisqu’une fonction 
elliptique, par définition, n’a d’autres points singuliers que des 


\ 


poles dans un. parallélogramme. 


167. Tutorime. — Si une fonction admet plus de deux pé- 
riodes distinctes, ou deux périodes distinctes dont le rapport 
est réel, elle admet une période de module moindre que toute 
quantué donnée, et par suite est évidemment une constante. 

1° Stilya trois périodes distinctes 


2M a+ Bt, 2wial+ Plz, 207 = a+. 6%d,, 


la quanuité: 
t 4 


amu +tam'o'+om'w" = ma —- m' al mma" 
ES(7ubiee ones) ie 
\ ‘ ' 1 
sera période, quels que soient les enters m, m’, m’. 


. Soient M une, limite supérieure des valeurs absolues de x, «', a”, 
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3, 3’, @” et k un entier arbitraire. Donnons a chacun des enters 
m, m', m' la suite des valeurs 0, 1, ..., *. Pour chacun de ces 


(k + 1)® systémes de valeurs, on aura 


val. abs. de (ma + m'a's- m"a")=3Mk, 
+m" B")23 M&K. 


! 


val. abs. de (mp + m’{ 


3 
Soit n le plus grand entier moindre que (A +- 1)?. Partageons 
: ‘ ab ; . 6M 
Vintervalle de —3Mk 4 +3MA& en n intervalles égaux a 


> 
fe 
chacune des deux quantités 


mea mat ma’, m3 + m' 0’ m" 6" 


tombera dans l’un ou l’autre de ces intervalles, le nombre des 
othéses distinctes qu’on peut faire a ce sujet étant 2. r 
hypoth distinctes qu’on peut f tétant n?. Ce nombre 
est moindre que (Xk +1); il existe donc deux systémes différents 
, MN / y 1s t fe oP 
m,, m',, mi, et mz, m\, mi, tels que m,a+mioa'+ mia 
et m,8 + m', B’+ m/ 8" tombent respectivement dans les mémes 
intervalles que m.2-+ m',a’+ m’a" et m8 + m’',8'+ mj)". On 
aura, en conséquence, 


et 6Mk 

val. abs. [(72— m,)a + (my — mm) %'+- (mm, — m4) a] e 
: , 6Mk 

val. abs. [ (a2 — my) + (mj — m})8'+- (m’, — m4) 8" S 7 


par conséquent, i] existe une période 
2.2 = (Mmz— Mm, )20 -+ (Mm, — m',)20' + (ms — m))20", 


dont la valeur absolue est inférieure a 


6 M k V2, 


nr 


expression qu’on peut rendre plus petite que toute quantité 
donnée en prenant & assez grand, car n est d’ordre 2 par rapport 


ak: nest en effet le plus grand entier moindre que (k++ 1), 

2° Sil y a deux périodes distinctes 2, 2w’ dont le rapport 7 
est réel, ce rapport sera incommensurable, puisque les périodes 
sont distinctes. Posons 


ES OP So ia P= 171 4-Po, 


qvet q, ... étant des entiers et 7,, 72, ... une suite illimitée de 
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restes dont chacun est au plus égal en valeur absolue a la moiuié 
du précédent. Multipliant par 20, il vient 


20 = G2rw’ + 27,0, 20! = G1 274 + 22. 


Nous obtenons ainsi une suite de périodes 27,0, 2/20, ... dont 
les modules décroissent indéfiniment. 


168. Tutorime. — Une fonction uniforme n ayant a distance 
finie d’ autres singularités que des péles ne peut avoir plus de 
deux périodes distinctes, ni deux périodes distinctes dont le 
rapporiest réel, a moins de seréduire & une constante. 


On démontre en effet, dans les cours d’Analyse, que les points 
ou une fonction ainsi définie (uniforme et n’ayant a distance finie 
d’autres singularités que des pdles) reprend la méme valeur sont 
isolés. I] ne peut donc y avoir de période infiniment petite. 


Coroiraire. — Les fonctions elliptiques, définies au n° 160, 
ne peuvent donc avoir plus de deux périodes distinctes 


24 = Oy + [340, 2.3 = 02-+ Bot, 


et le rapport de ces périodes 


tot Bot ay he Gy b> 2 a1 Bo — 2 94 . 
ait Bre a+ 6? a2 32 
1 1 17 Pa Lama 


est uk nombre imaginaire. 


CHAPITRE XI. 


S FONCTIONS pu, tu, 7u POUR DES VALEURS QUELCONQUES 
DES INVARIANTS 22, £3: 


. — Définitions généralisées de pu, Cu, cu. 


169. Nouvelles définitions de pu, Gu, du. — Nous écrirons 
(n° 4165), sans faire aucune hypothése sur les périodes 2,, 
20>, sauf que leur rapport est imaginaire (n° 169) 


t 
— i I I 
(XCVIIP) pu= —+)> Se ee ee 
Ue (UW — 2M wW,— 2M ode )? (2701+ 20 we)? 


le signe de sommation >’ indique qu’on doit donner a m-et-a m! 
toutes les valeurs entiéres possibles, excepté lavaleur m=m' =o, 

Cette définition comprend (n° 165) la définition déja donnée 
de pu au n° 80, dans le cas particulier ob 29, 93 sont réels. lle 
étend la définition aux valeurs imaginaires de 22, &s3, comme 
il résultera de la suite de cette étude. 


Il est d’usage d’écrire 2m, + 2m! w.= 
AL. e T d I I 
(XCVIEE) pu=—+y eu ie 
ue dam | (06 — wv )? (yp? 


Pour Cu, nous poserons, comme au n° 122, 


m, et 


5 1 i 
(1) Cu = —-— pu——)du, 
us 


rs ne 


ae ca 
=7° 2 eae 
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et 11 viendra 


(XCIX) Ripe (++ mats 


Ju ‘ I 

; CU 

(os) Log— = i (cu— sy du; 
u ay 


nous aurons successivement 


u 
cu Pe es t u \ 
Log — = —_— + —+ —}) du 
u We u— Ww w ip? 
eit 9 


; u— w Le atl? 
= Log rae ean a 
a w 2 2 
; we 


par suite 


: f u ue 
u —+— 
(C) su = ul i 1— =) ew Ww 
x Ww 


ot! Yon a donné a m, mi’ dans w(w = 2mw,+ 2m'w») toutes les 


valeurs entiéres posstbles, (a valeur m= m'= 0 exceptée. 


Quand nous parlerons des fonctions pu, Gu, du, nous aurons 
toujours en vue désormais les fonctions définies par les for- 


mules (XCVUI1), (XCIX), (C). 


Nous allons retrouver les principales propriétés des fonctions 
pu, Gu, du particuliéres définies dans les Lecons V1 a XI 08 g5, 
3 étaient supposés réels, restriction que nous ne faisons pas ict. 
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17202 On acne 169) 


== GUE Cu=— pu, 


, 2 2, _ > I 
p es (u— ww) ; (u— w)3° 


171. La fonction pu est patre, Su et su sont tmpaires. — 
Les valeurs de w étant deux a deux égales et de signes contraires, 
on peut en effet changer w en — w; sil’on change en méme temps u 


(CI) 


en — uw, pu reprend sa forme primitive, tandis que Cu etou chan- 
gent de signe. La fonction p'u est impaire, pour la méme 
raison. 


II. — Poles et zéros de pu, Cu, cu. 
Formes de ces fonctions aux environs de u =o. 


172. 1° Les péles de pu sont (XCIX) les points 2 m,w,+ 2m. 
Ils sont doubles. Il n’y en a qu’un dans chaque purallélogramme. 
Aux environs de u=0, ona 


I I 2u Dee? 4u3 


9 5 By T = 
(uU-+ Ww)? w?2 ep? w* mp 


Sommons, en remarquant que les puissances impaires de u doivent 
se détruire puisque pu est paire (n° 171), et posons 


(CIT) &=3 >, —, > aie ee 
il viendra 


. I }, 
(3) pus — + c2uU?+ cgut+.... 
u2 


2° La fonction Cu a pour pdles les points 2m,w, + 2m 
(XCIX), ces péles sont simples; (1) et (3) donnent 


4 I us ue 
(4) Cu = —— > — eC; ——.. 
; u ) 5 
puis (4, 2) 
ws ue 
re) Ds; = Ca: Supe Ene me wee 
) Ste a a . = u(1+ dgu'+ d,us+...); 


ts) J , . 
3° Guapour zéros (C) 2m, w, + 2myWy. Ces zéros sont simples. 
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III. — Périodes. 


173. La fonction pu admet les périodes 24, 202. Soit 
Vune de ces périodes. Intégrons |’équation 


p(u+t20)=pu; 
il vient (n° 169) 


C(u+ew)=Cu+C; 


posons u =—-— 6); ON aura 
Cw=C(—w) + 0=— Co+ CG, 
Coa hy, 


C(u +20) = Cu+ 2Cw. 


Si Pon définit y,, 72 par 


25 
Ni = SM), n2= Swe, 
on a donc 


C(u+20,)=Cu+2n1, C(U+2m9)= Cut 2703 
plus généralement, si Von définit wm, qm par 


2W yy, = 272, W141 2My_Wo, 


2Ym = 2M, 1+ AM, Ho = 260m, 
ona - 


(6) C(u + 20m) = FCU+ 2 Hm. 


2W 


174. Nous allons retrouver bien simplement, par voie analytique, 


un résultat dont la démonstration a nécessité au Chapitre IX 


(n°* 434-135) un long calcul. 


Rappelons que (4) le nombre 1, coefficient de “ dans le déve- 


loppement par rapport aux puissances de u de Cu, est appelé 


résidu de Cu relatif au péle u =o. 


Considérons un parallélogramme ABCD de célés 20,, 20s, 


assujetti a la seule condition de renfermer le point u =o. 


fiudu 


autour de ce parallélogramme (fig. 17). 


Calculons lintégrale 
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Deux éléments correspondants des deux intégrales suivant AB 


et CD sont respectivement €gaux a 


cudu, C(u + 2W2)(— du) =— (Cut 2742) du; 
Rignnas Fig. 18. 


we 


A 


leur somme sera — 27:du; la somme des deux intégrales sui- 


vant AB et CD sera done 


se — 2, du =— {Ho 
AB 


Js 


Sur les cétés BC et DA, les éléments correspondants seront 


Cu du, C(u —20,)(— du) = — (Cu — 2m) du, 


et la somme des deux intégrales suivant BC et DA sera 


a 2n,du= ans f du = 44102. 
BC Si BC 


L’intégrale cherchée sera par conséquent 
4(M2%1— 2). 


Mais on sart que cette intégrale est égale au produit de 2¢x par 
Ja somme des résidus relatifs aux pdles contenus dans le parallélo- 
gramme, si l’on a tourné dans le sens direct (celui indiqué sur la 
figure 17) eLau méme produit changé de signe si l’on a tourné dans 
le sens inverse (fig. 18). 

Ce signe se distinguera comme il suit: 

Soit 


1 = 01(COSa,+ 7 sing), OK — 02(COS%,-+ 2 Sina); 
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on a, pour la figure 17, sens direct, 


We 02(COSA_-+ Z SIN de ) 
ee a — el ae re 8 ee SE he te emer, 
On 0, (COSa,—+ ESIN 4%) “ 


09(COSA)-+ £ SiN&) (COS4;— 1 SIN % ) 


See 


Pt 


__ Pe [cos(%— %4) + tsin(a%— a )], 
ee PA ; 
iC] 

©? sin (a— % ) 


est positif; au contraire, dans la figure 18, sens inverse, la pare 


imaginaire 
Oo . 
— Si By — a1) 
O4 
W9 5 é, 
de — est négalive. 
Wy 
O donc, puisque Cu = — ee ; le seul pole 
n a donc, puisque Gu = > — c? > —... ma que le seul p 


w = 0 dans le parallélogramme ABCD, et que le résidu relatif a ce 
pole est + 1, 


LT 
T19a — HoW, = E€—> 
2 
, 2 x ‘ . Ws 2 ° . 5 
= etant égal a +f OU a — LI, SUlvant que ea asa partie imaginaire 
1 


positive ou négative, résultat déja obtenu, on l’a rappelé plus haut. 
Il est facile de voir, comme au n° 135, que 


13091 — 41 W3 = YoW3— 3 Wi = HiWe— 2). 


175. En intégrant Péquation (6), on a, comme au n° 144, 


i 


F(uU+2mwv) 


= (— 1) e2mg(u+mo), 
Tu 


IV. — Relation entre pu et pu. Développement en série de pu. 
Expressions de pw, pws, pws. 


176. Cherchons l’équation qui lie pu a plu, en partant de la 
relation (XCVIIP). 

Pour cela, formons un polynome en pu, p'u qui, dans un paral- 
Iélogramme de cétés 21, 202 n’admetie plus de péles. Ce sera, 


DE M. TI 
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comme pu, p'u, une fonction elliptique; ce sera donc (n° 164) une 
constante, que nous déterminerons aisément. 

Choisissons un parallélogramme qui, comme au n° 174, contienne 
Vorigine; pu et p'wy auront un pdle unique uw =o aux environs 


duquel on a (n° 172) 


I . i . e1 it : 
pe= st Du a u? + 5 ae ee 
u2 w Viel 
‘ 2 ar eee : 
p u=——+ 6 op ae 8 —— eee 
d u? oy 4 wp 
h pale iat a oar 
Pius ~—s=04 — —— 80 » — -..., 
us w* U2 we 
I alee dat 
es Fo Se oS ee 
P us 9 wk Ww? ps : 
fda (oo oa 
"9 3 = ' 
0 2u —Apeu = —6o << —150y +. 
J m* u2 4 ws 
/ I f I 
2u — 4peu + 60 —pu-+ 140 os 
P + 3 pe PE : we 


VT Sle! I 
= Da ar 5 —u*+... 60> makes 
( w* “i » ws — : 


le second membre de cette derniere égalité est une fonction ellip- 
tigue dépourvue de pdles; c’est donc une constante; en particulier, 
on peut déterminer cette constante en faisant uw = 0, ce qui montre 


que cette constante est nulle; par conséquent, en posant 


4 ; 
140 oe 
(ps 83) 


peu =4 pu — go pu— 3. 


177. On obtiendra le développement en série de pu comme aux 


me 413 019. 


178. Définissons e,, eo, é3 par les relations 


Pwi= 41, PH. = ea, PW3= 63. 


Ces trois quanlités @,, es, @3 sont distinctes, car ni les sommes 
ni les différences de w,, wy, w3 ne sont des périodes. Ce sont les 
racines de l’équation du troisiéme degré 


4p? — S2p— 3 = 0, 
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car le premier membre de cette équation n’est autre que p'?u et 
p'o, = p'(o;— 20;) = p'(— 01) = — p’w, = 0, 


ce qui prouve que 


4p? wo), — £2 pO,— £3= 0; 
on verrait de méme que 
4 Pi W2 — £2 PW2— £3= 0, 4p? wW3— £2 Pw3— §3= 0. 


On a donc les relations 
ey + €2 a é3 = 0, 


I 
€1 6g 6203+ C364 = — Ze” 


€4 6263 = = 618 


Comme on l’a dit (n° 80) g2, g3 sont les invariants. La quantité 


A= 3—278 


wre 


est le discriminant. Il est bon de noter qu’on peut |’écrire 
A =16(e;— 2)? (€g— @3)? (€3;— 1 )?. 


V. — Etude de Vintégrale { pa et, 


—— 
Vist— o25— 8% 


179. Nous allons reprendre létude de pu sous une nouvelle 
forme en nous donnanta priori deux constantes 2», 93 satisfaisant 
a Vinégalité Ao; ge, gs sont réels ow imaginaires ('). 
Ecrivons 


du =. >= —— 


etintégrons de Zo a 3, 


nous fixerons le signe de VZ par la condition que, pour z= Zp, il 


(‘) Nous nous appuierons sur diverses propriétés (les fonctions qu’on trouvera 
dans le Cours d’Analyse de M. Jordan, 3° édition, t. I, n°* 198, 229, 295, 297. 
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se réduise a \V/Zpo, Zo 6tant arbitrairement choisi parmi les deux 
valeurs de Gs: 

Cherchons les diverses valeurs que peut prendre wu quand on 


fait varier la ligne d’intégration suivie de Z a 2. 
Nous supposerons que les racines é,, 2, @3 de l’équation 


, 2 os 
PG a ae 


sont placées de telle maniére qu’en allant de ¢, a e,, puis dee, aes, 
puis de e3 a e,, on tourne dans le sens direct. 

Menons une ligne déterminée L entre Zp et 5,, Jolgnons Zy a @,, 
€2, és par des lacets L,, Ly, L; tels que Ly = A, ¢,A;" soit formé 


d’une ligne A,, d’un petit cercle c,, d’une ligne de retour 4;' 


infi- 
niment voisine de A, et de méme pour Ly, Ly. 

On sait que tout chemin tracé de z) a z, équivaut a une certaine 
combinaison de lacets suivis de la ligne L, en ce sens que deux 
chemins équivalents donnent la méme valeur a Vintégrale w. 

Les intégrales suivant A,, A;' sont identiques, leurs éléments 


correspondants ne différant que par un double changement de 


signe, celuide ds etcelui de W/Z produit par la rotation faite autour 


Fig. 19. 


du point ey. De plus, si le rayon du cercle tend vers zéro, linté- 
grale suivant c, tend vers zéro et l’intégrale suivant A, tend vers une 
limite déterminée, que nous appellerons A, ; par suile, 


7 az plas ei ai 
Tea alae = =a f —= = 2A,, 
Li VZ 5p V4 


car Vintégrale suivant A)! ce, Ay, qu'on appellera L7', est identique a 
Vintégrale suivant L,. 
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On doit remarquer que si l’on avait décrit, avant le lacet consi- 
déré, d’autres lacets en nombre pu, cette opération aurait multi- 


plié /Z par (—1)*, car chaque fois qu’on tourne autour d’un des 


r 


poimls €;, @2, @3, /Z change de signe, en sorte que l’intégrale 
serait dans ce cas égale 4 (— 1) 2 Ay. 

Les intégrales suivant les Jacets L,, ou Lz’ et L;, ou L3’ seront 
de méme égales a 


Enfin, sil désigne Vintégrale suivant L, cette intégrale devient —], 
si La été précédé d’un nombre impair de lacets. 

Les intégrales w prises suivant les divers chemins pouvant aller 
de z, a 2, sont done toutes comprises dans la formule 


(7) U = Up + 21, Ay + 27g Ag+ 273 A34- (—1)rt ats], 


oll ,, Nz, Nz sont des entiers positifs ou négatifs dont la somme 
est égale 4 0 ou a 1, suivant que le nombre des lacets est pair ou 
impair. 


180. Posons 


ty =— Mo, Ng=+mM, 
dot 
Ns = Ts — ™ ou bien N3 = Mz M+ 13 
Oona 
e. 
"az - 
een i ale 
PO 7, 
Df 
5 Z 
(CHIT) As—Ar= f — = 0, 
LT 
“1 
& 
A, — Ag= — =); 
WaealZ, 


la formule (7) prendra donc l’une des deux formes 


U = 2M, 0) + 2M, +1-+ wo, 


Uu = 2M, 0), + 2MywW, + 2A3— 1+ wD. 


166 TROISIEME PARTIE. — CHAPITRE XIII. 


Dans le premier cas, on aura simultanément 


ee i (ee 
SES —) + 2774 ww) Sod 2,19 D'o = is 
“39 V2 Vz 


et si Von fait l'cnversion de Vintégrale, c’est-a-dire si l’on écrit 


2, = BT), 2,= F(1+ 2m, + 2m203), 


on yoit que s,, considéré comme une fonction de I, ou de u, ce qui 
revient au méme, admet les périodes 20), 20). 
Il en est de méme dans le second cas. 


181. Péles. — Eloignons le point s, jusqu’a l’infini et intégrons 


dz : . , 0 O) . 
— suivant le contour formé par : 1° 3)2,, 2° un cercle C de rayon 


4 


Fig. 20. 


infini passant par 3’ décrit dans le sens rétrograde, 3° 2,29, 4° les 
lacets L;, L,, L,. Ge contour ne renfermant aucun des points ey, 
€x, €3, Vintégrale sera nulle. 

L’intégrale suivante C est nulle. 

En décrivant ce cercle, qui entoure les trois points e,, é2, @3, on 
change le signe de \/Z; Vintégrale { est done égale a f ; les 


= 
4450 VS 


intégrales suivant les lacets sont — 2A5, + 2A,, —2Ao. 
On a done 


f 4 — —2A3;+ 2A,—2A,=0, 
al Ne Vi 


car on arrive en So, venant de 3,, pour décrire Ly, avec le signe du 
radical changé; nouveau changement de ce signe, e’est-a-dire 
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rétablissement du signe primitif, quand on arrive a 39 aprés avoir 


décrit L3, et dernier changement de signe quand on arrive en So 
apres avoir décrit L,. 


On a done 


2, Oe ey A; + 2 Ay 2 As =) 
ea 7, 
dou er 


— i Ay-+ As, 
Le es Wee 
quand z, s’éloigne a Vinfini. 
“) 
. dz : 
Puisque wo + Vi est une des valeurs de w qui correspondent 
wt tau . . SNES Z 
ic1 a 2, infin, 
OE a A3 == Ay A» 


est un des poles de la fonction z. La fonction z admettra done les 
poles 


u= 2M, + 2zMyH', + Up + Az 


Aye As: 
Si lon donne a la constante uw la valeur particuliére 


— A3-+ Ay — Ao, 


z ne sera autre chose que la fonction pw construite (XCVIIT) sur 
les périodes 21, 2), a savoir 


[ al! I I 
u=—+ > — , 
P u> (4 —2mw',— 2N'v), )? (2mw', + 2m'w', )? 


car ces deux fonctions ont les mémes poles, et leurs développements 


aux environs de chacun d’eux ont non seulement méme partie 
infinie, mais méme terme constant, lequel est zéro. 


482. On a 


= ‘a as 4 (iS Pn 
Ppo,= C15 Pw, = @2, POs = @3- 


Plagons en effet z, en e, et prenons pour L la ligne A, pour 
laquelle | = A,. La formule 


uU = 2MzW', + 2Megw, + L+ up 


qui donne les valeurs correspondantes de u devient 


u= 


2m, + 2my,w,— A3+2A,— Ay 


22,0, + 2M_W5 + 205+ Ww), 
et se réduit Aw, en prenant m,= 0, m.=— 1 
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Pour z, confondu avec éy, I = As, m,—=m.=0, et l'on a de 
meme 
u= wo) 5 
pour 2 —@;, { — As, ni == Np) ek 
MS iy 


183, On peut, comme I’a fait M. Jordan (Cours d’ Analyse, 
3° édition, t. IL), établir la théorie des fonctions pu, Gu, du, ou, 
dou, 0;u dans le cas de go, gx quelconques, c’est-a-dire indiffé- 
remment réel ou imaginaire, en partant des nolions que nous 
venons d’indiquer. 

On retrouvera ainsi Jes formules des Chapitres VI, VII, [Xa XH, 
sans celte restriction, désormais éliminée, que g», g3 sont réels. 

Passons rapidement cette question en reyue. 

Les définitions de pu, Cu, ¢u données aux Chapitres VI, VII, 
IX, X sontremplacées par les définitions données au Chapitre XIII; 
ces définitions sont équivalentes dans le cas de g, g3 réels (n° 165 
et 169). 

Les formules (XX XIX) sont généralisées par les formules (CI). 

Les formules (XLUI) a (LI), (LIV) a (LXX), (LXXIV), 
(LXXVI) a (XCVII), établies pour go, g3 réelles, conviennent 
pour 2», gy imaginaires. 

Tout ce quia été dit au Chapitre X1, a propos des fonctions 3,1, 
Gl, O3U, en supposant go, ¥3 réels, est valable pour gs, gy ima- 
ginaires, puisqu’on s’est appuyé pour le démontrer sur des pro- 
priétés de pu, Gu, du qui se retrouvent identiques dans le cas 


\ 


ou 22, £3 sont imaginaires. 


—— 00 
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DECOMPOSITION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 
FONCTIONS sn, cn, dn GENERALISEES. 


I. — Fonctions Zu, Hu ('). 


184. Fonction Lu. La fonction fu n’est pas périodique. 
Dans certaines questions, telle que celle dont il va étre traité, on 
peut lui substituer la fonction 
(CIV) Lu = Cu — 


q 

i 
Ub 

Ww 


w étant l'une des trois périodes w,, 2, @; de pu. 
Zuadmet la période 2. En effet, 


Z(u +20) = C(u+ 20) ath §7 t BWV Cy ay wu 
13) WwW 
5 5 cf] 
Z(u +20) =Cu——u, 
>) 
(GV) 


Z(u+2w)=Zu. 


Siw’! est une autre période de Gu, ona 


. 4 
Z(u + 20’) = C(u + 20") —(u =u’), 
0 
Nie 2 B= OE 
So a (ula) 
Pf au ' t 
a a mee ACR) eens CONE Te 
roe 1) 
On a done (n° 174), 
ae : a 
(CVI1) Z(u+2w') = ZLu—z—y, 
1a) 


ce que nous écrirons en abrégé 
eee ‘ , P 20 
(GVI2) Z(u + 20') = Lu — — 

63) 


(*) On dit : £ majuscule de w; 7, majuscule de wu. 
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La fonction Zu, ne différant de € u que par un terme linéaire en u, 
a les mémes points singuliers et les mémes parties principales 
que Cu. 


On rappelle qu'on a écrit (n° 172) 
Cu= ——€g— — C3 > —..-s5 
(1) ~~ U C2 3 3 5 


plus généralement, «, étant un pole de Cu, 


4 I ; * 
(ca) Cu = ——— — ¥3(u — #1)? — 73(u — 1)? —.. 
u— WwW, 


Cette relation est justifiée par la formule (XCIX), qui peut 
s’écrire 
I 1 


Cu (ee) 
‘ uU— Wy ey 1 \U— 2M w,— 2M’ we 27mW,+ 2M ws 


oll mw, + m'we a toutes les valeurs qu’on peut obtenir en donnant 
am, m’ des valeurs entiéres quelconques, «, et zéro étant exceptés ; 
donc 


I ; I I 
Cu = Se ee ea oe a aan rel 
. U— 1 / n=, 4 \4— 2MO,;— 2M we 2M); + 2M We 


(#,— 2mMw;—2mM'w.)F 0); 


V4 


2MW,— 2M ws, 2mw,+ 2m’ ws. prenant toutes les valeurs 
que comportent les valeurs possibles de m, m’, les termes de ¥, se 
détruisent deux 4 deux, 


1 
(gu —— ol = 0, 
u 1 /u=w, 


ce que traduit la formule CE). 


Par conséquent, 


I ‘ = . 
—; sont les parties principales de Cu; | 


résidus sont tous deux égaux a (1, 1). 


185. La fonction Zu a donc aussi pour poles simples de rési- 
dus +1 les points u=0, u=2mw,-+ 2m'wy; il y a un de ces 
poles dans "chaque parallélogramme; ils sont tous homologues de 
origine w=o dans le réseau des parallélogrammes représentant 
les périodes. 

A son tour, la fonction Z(uw— a) a pour poles simples de 
résidus +1 les points u=aet u=a+2mw,+ 2m'w., homo- 
logues du point a dans le réseau des parallélogrammes. Par exemple 
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dans le voisinage de u =a, ona 


, I ; Saye 
Z(u—a)-— — = fonction réguliére. 
a 


186. Fonction Hu ('). — Cette fonction est définie par 
Ea ee xu 7 
ui 1 Se == —U. 
(CVI!) By Zu EP a 


On a donc, en intégrant, et en désignant par Logo une constante 
d'intégration 


a) 
Log Hu =Logou— —u?-+ Loge, 
5 5 5 { 
20) 


) Nive ae 22) “ows 
Déterminons op. A ceteffet, divisons les deux membres de (2) par w 


. F ou He 
et faisons tendre wu vers zéro; a tend vers 1, a tend vers Hi), 


donc aes Ey, cet 
we 
lr 


(CVII2) Hu=H’oe ?® cu. 


Nous n’avons pas a nous préoccuper autrement ici de la valeur de 9. 
La fonction Hu admet les mémes zéros que ou. Intégrons les rela- 
: : : 5 H’u 

S 2\- © — 
tions (CV), (CVI?); on a, puisque Zu = Tn? 


Log H(u+.2w )= Log Hu+ Loge, 


, 
‘ 26 
Log H(u + 20’) = Log Hu — —u-+ Loge’, 


Ww 
Vow 
26 
— —il 
H(u+2w)=cHu, lEh( Gea may Was Be OP Nha. 
Si Von fait uw =—w dans la premiére relation, il vient c—=—1 
puisque ‘Hw est une fonction impaire, comme Cu; si l’on fait 
mo) 
u = — w! dans la seconde relation, on a c/=—e 3; par consé- 
quent 
| H(u+2w )=— Hu, 
(CVIIL) ad bon 
meee 10 C89) 
OE (z= = D104) ee Hu. 


es 


(1) Nous retrouverons plus loin cette fonction sous la désignation de 69 


(ne 229). 
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II. — Décomposition d’une fonction elliptique quelconque 
en éléments simples. 


187. Cas des péles simples. — Soit f(w) une fonction ellip- 
liques de périodes 2, 20! ayant les poles a, Ds C3 sain, AAS 
parallélogramme élémentaire P, ces pdles étant d’abord supposés 
simples et les résidus correspondants étant A, B,..., L. Dans le 
voisinage de a ona 

iD) = aes + fonction réguliere; 
‘ Hoes 


dans le voisinage de 6, 


Zu étant construit avec les périodes 2, 2.2, formons la fonction 
(3) @(u)= f(u)—AZ(u—a)—BZ(u— 6)—...—LZ(u — fl). 


Cette fonction est réguliére dans le parallélogramme des périodes P, 
car dans le voisinage de u =a, par exemple, ona 


A ; : fee te 
i + fonction réguliére, 
fu) = guliére, 
I : Pa 
Z(u—a)= + fonction régulicre, 
u—a 
done 
J(u)—AZ(u— a) = fonction réguliére, 
et, de plus, Z(u— 6), ..., Z(u— /) sont réguliéres au point a. 


D’aprés la périodicité supposée de f (w) et les propriétés (n° 185) 
de Zu, (3) donne 


PPC or ae )= P(w), 
(4) | (u+ 20’) = o(u)——(A + B+... +L). 
\ Ww 


®(u) réguliére dans le parallélogramme P, prenant dans les 
autres parallélogrammes des valeurs qui ne différent que par une 
constante de celles qu'elle prend dans P, est réguliére dans tout 
le plan a distance finie. 

Il en est évidemment de méme de sa dérivée qui, de plus, admet 
les deux périodes 2,, 2~,; done (n° 164) cette dérivée ®'(w) est 


NJ 
w 
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une constante : 
DaGcy alee 
? a 
dot 
P(@) = C,;u + Cy; 
C, est nul, puisque ®(u + 2) est égal 4 ®(w). Donec (3) 


(CIX!) f(uy=Q+AZ(u—a)+BZ(u—6)+...+LZ(u—). 


Cette formule est analogue a la formule de décomposition 
@une fraction rationnelle en fractions simples. 


188. Tutorrwr. — La somme des résidus d’une fonction ellip- 
tique, nayant que des péles simples, en tous les péles situés 
dans un parallélogramme des périodes, est nulle. 


On vient de trouver ®(w) = Cy; la seconde formule (2) donne 


done 
UN IS Be a ate Ib = OF 


Ce théoréme important va étre étendu au cas des pdles mul- 


liples. 
p 


189. Cas ou certains poles sont multiples. —Soienta, b, ...,l 
les pdles de f(w) dans un parallélogramme élémentaire et 


he A Ay No Ag—1 
(9) 04(u) = —— 4 a = fee yi ) 
: u—a (w— @) Cu — @)? (w— a)* 


les parties principales correspondantes. La foncuon ® (w) définie par 


; Ag 
(6) @®(u)=f(u) —- E Z(u—a)— A, Z'(u—a)+ Tp LE fu —a)4... 


Ag-1 
1.2...(%—1) 


Bs 


|p Z(u — b)— By Z'(u—b) +2 "(uw —b) +... 


ate ( 1)¢=4 


He-"\(u — a)| 


Z'B—-1) (uw — 0) | 


est encore une constante. 
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“1 


En effet, dans le voisinage de u =a, 


1 ; ss aya 
hE =O} +- fonction réguliére, 
u—a 
I : ; is eaters 
L'(u—a)=— +- fonction réguliére, 
(uw—ay 
ay Tee) : rl 
L’(u—a)= —— + fonction régubtre, 
(il 1a 2 
By ciiom slevesateboua ete chssar ste mrs cee genal ele chia eer Rete hele oleae c 5 
b 12. ce Ce—— 1) : Ba ig 
ZLi4-) (u — a) = (—1)*-1 + —__ + fonction réguliére, 
(u—a)% 


dot (9) 
A» YM 
AL(u—a)—AiL(u—a) +b (uW—a)+... 
(—1)%-1 


“+ eee —a)=9,(u) + fonction réguliére ; 


de plus, dans le voisinage de a, par hypothése, 
J(u) — 9 (uw) = fonction réguliére ; 
il en résulte (6) que ®(w) est réguliere au point a. 
De méme ®(wz) est réguliere en b, .... 
D’ailleurs, d’aprés les propriétés (GV), (CVI?) des fonctions Z, 


ul ont pour corollaire immédiat que ... admettent comme 
q tp ll diat LE EE. dmettent 


J(u) les périodes 2w, 20’, ona 


P(u+20)=P(u), 


O27 


(u + 20!) = 0(u) = CASE Be cece Tay 


Comme au n° 187, ®(w) réguliére daus le parallélogramme P, pre- 
nant dans les autres parallélogrammes des valeurs qui ne différent 
que par une constante de celle qu’elle prend dans P, est réguliére 
dans tout le plan a distance finie; il en est de méme de ®'(w); 
donc ®’(u) est une constante; donc 


P(uw) = Cot Cyu, 
ou, puisque ®(u 4-20) = ®(u), 


Dw) ==). 
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Cela permet d’écrire C6)r3 


(CIX2) f(u)= G+») [AZ(u—a)—Ay Z'(u— a) 


2 


1 
Tt 


Z'(u—a)-+... 


ie 
Fayette te(s a], 
3 i ie ewene | caeee——o 1h) 
(CX) AaB +... Li s=.9. 


190. Nous voyons par la méme que (n° 188) : 


Tutorime. — La somme des résidus d'une fonction elliptique 
en tous les péles situés dans un méme parallélogramme des 
périodes est nulle, ce qui généralise le théoréme du n° 188. 


491. Inversement, toute fonction définie par (CIX?), (CX) est 
une fonction elliptique admettant les périodes 2w, 2w/ de la fone- 
tion Z qui figure dans (CI X?), car on a par un calcul immédiat 


f(u+2w )— f(u) =o, 


f(u + 20') — f(u) =—(A+B4..4 Ger: 
» 


492. Formule de décomposition obtenue avec la fonction F et 
ses dérivées. — Ona 


différentions : 


ZL"u =—p'u, Joes Le) y = — ple) uw; 


portons dans (CIX*); il vient 


(CED GAD == D+» E C(u—a)+ A, p(u—a) 


Ag ' 


+ (—1)%-2 (4-2) (uw —a 
ga ae. Cue Cea ; )| 

ot D, désigne une nouvelle constante et ot Y est encore étendue a 

tous les péles situés dans un méme parallélogramme des périodes. 

Les termes linéaires en u, qui semblent s’introduire quand on 
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6 : es . . wir 
remplace Zu par Cu — = Us disparaissent, car leur coefficient 


(AS Bee ete) 
Ww 
est nul. 
193. Remarque I. — Dans ces formules, on a supposé les 
poles ‘a, b, ..., ¢ situés dans un méme parallélogramme. Cette 


restriction est inutile, car on peut toujours remplacer chaque pdle 


par un point homologue, Soit, par exemple, 


a—=a+-oamw+2mi'o’ 


un point homologue de a; ona 


ZL(u—a)=Z(u—a'+2mw+o2m'w’ ) 

2 Ae OO: 

= Z(u—a')— m'—; 
a3) 

remplacant Z(u — a) par cette valeur, les formules (CILX) subsistent, 
sauf que la constante C, ou Dy est modifiée. 


194. Remarque II. — ll peut arriver qu:l y ait des pdles ou 
des zéros sur les cétés du parallélogramme P choisi. On peut étre 
embarrassé pour savoir quels sont ceux de ces points qui appar- 
tiepnent au parallélogramme. En ce cas, on déplacera arbitraire - 
ment le parallélogramme sans allérer ni ses dimensions ni son 
orientation (n° 162). 


APPLICATIONS. 


195. Regle pratique pour la décomposition dune fonction 
elliptique en éléments simples. — Cette décomposition, analogue 
ala décomposition d’une fraction rationnelle en éléments simples, 
a une grande importance. 

1° On choisit arbitrairement un parallélogramme des périodes 
et lon détermine les poles de ce parallélogramme; cette détermi- 
nation est la principale difficulté du probleme. 

2° On calcule la partie principale de f(w) relative 4 chacun de 
ces poles, comme il suit. Supposons que le pole u= a soit d’ordre a; 
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alors 
Yiuy=(u— a)tf(u) 


est une fonction réguliére et différente de zéro pour u=a. Appli- 
quons la formule de Taylor, dans le voisinage de u =a : 


U(w)= Ag+ Ag2(u—a) 


+ Ag—3(U— @)?-+...+ Ao(u— a)*!+ (u—a)* glu), 
g(u) étant une séric entire en (uw —a). On en conclut 


[EOD = LEE a Na +e a no g(u), 


(u — a)% (u—a)%-} (u—a)? u—a 


et la partie principale relative au pdle @ est ainsi obtenue. 
On obtient de méme les parues principales relatives aux 
poles OycC. a4 


196. Tutorime. — Il ne peut pas exister de fonction ellip- 
tique ayant dans un parallélogramme un seul péle a, sice péle 
est du premier ordre, 


En effet, pour une telle fonction /(«), les formules (CIX'), 
(CX) donneraient ; 
J (te) = Co +AZL(uU— a), 
A205 
dot 
Uf Ge = Const. 

Mais 1 existe des fonctions elliptiques ayant dans un parallélo- 
gramme élémentaire un seul pdle, pourvu qu’il soit d’ordre supé- 
rieur au premier. En ce,cas (CX) le résidu relauf a ce pdle est 
nul. 

Nous en avons un exemple avec la fonction pu qui a le pdle 
double u = o avec un résidu correspondant nul : 


I } 
Dite == = = Op A= Cn. nn 


2 


197. Intégration d'une fonction elliptique. — Pour calculer 


f Puja 


Vintégrale 
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d’une fonction elliptique /(w), on l’écrit sous Pune des formes 
(CIX'), (CIX2), (CEX*) dont chaque terme est immédiatement 


intégrable. 


III. — Décomposition en facteurs 
d'une fonction elliptique quelconque. 


198. Remarque sur les séros et sur les poles. — 1° Sia est un 
zéro dordre n de f(w), il est un pdle simple de résidu n dans la 
dérivée logarithmique aon » car 

f(t) =(u-— a)’ g(t), 
dot 
AC ae SL (a) 
f(u) u—a- g(t) 
g(a) n’est pas nul; done 2 st ) est une fonction réguliere au point a, 
& 
r : ae fi(u) 
donc a est un pole simple de résidu nr de eee 
2° Si a est on ies dordre p de f(uw), il est pdle simple de 
(u ae 
résidu — p de i ; en effet, au voisinage de a, 
G(u) 
(uw) = —— 
J(u) (may 
dou 
od te) ee Sy 
SCL), aia Oe G(u)’ 
es Cus ec) : ee et 
comme G(a@) 40, ree est une fonction réguliére en a, donc 
u ) 
a est un pole de résidu — p de: J 
fay 
199. Tutorime. — Dans un parallélogramme des périodes, 


le nombre des séros d'une fonction elliptique est Egal au nombre 
des poles. 


Soit une fonction elliptique /(w) ayant dans un parallélogramme 


les poles ou es simples @,, dy, ..., @ et les zéros simples b,, 
fu a eG oh 
Die ee OR ACE est une fonction elliptique réguliére partout 


ot f(w) n'est ni caf niinfini. Un zéro simple de J(u) est pour ) 


J(u 
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f'(u) 
S(u) 


un pole simple de résidu 1, et un pdle simple de f(w) est pour 
un pdle simple de résidu (— 1) (n° 198). 
On a donc (CIX*), en remplacant ¢(wv — a) 


_o'(u— a) 
Des (o— a) 


eo f'(u) od o'(u— b,) ) seating o'(u— bs) 
J(u) J(u--b,) oF (u— bp) J (u— bs) 
o'(u— a) Ci (U—n) o'(u—a,) | 

F(a (oven) yd SG ah). 


la somme des résidus relatifs a tous les pdles devant étre nulle 


(n° 188), ona 


ce qui démontre la proposition. 


Apprication. — Zéros de pu. — Soit 
ILLES ELLOS: 
cetle équation admettra les racines 
u = uo+ périodes; 


elle n’en admettra pas d’autre, car pu n’ayant qu'un pdle double 
dans chaque parallélogramme (n° 172) ne peut y avoir plus de deux 


zéros (n° 199). 


200. Faisons donc s =r dans la formule (7) et intégrons terme 
a terme, puis passons des logarithmes aux nombres; il vient, 
a élant une constante d’intégration, 


(CXI) ine Pao bi \o(u— wane b,) 


T(U— a1)5(U—an)...0 


ot les péles a,, ..., a, et les zéros b,, ..., b, sont mis en évidence. 
Si la fonction f(w) a des pdles ou des zéros multiples, la for- 
mule (CXI') s’applique en supposant que plusieurs des points 
Ate 2; OU. Oy... 00.7 b, commerd ent. 
La formule s’étend facilement au cas ot quelques-uns des 
points a, 5 (qui sont supposés situés dans le méme parallélo- 
gramme) sont remplacés par des homologues. Soit, par exemple, 


a= a,+2mH+2m'o’'; 
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ona (LXX XI) 


5 ( u+- 27ntw + 2 mw") =c6ou(— 1) eee E2INN( UMNO) + 2G (UA IMO OD" | 


J(u —a,)=c(u—a,+2mw + 2m'w") 


=o(u a, ) ( j vem" E2ing(uU—e.\ 71) )\--2772!" 1! (u— a, +- 2M >" WD") 


et (CXI1') 
‘ Paton (eea—(ony Nonttth lab) = 5 oy t= (ales), 
f(u)=a' ecu wD s 2) ( nay 
: : c(u—a\)c(u—a2)...¢7(u—a,) 
avec 
c= c— 2mMy—2m'71/, 
a’ = f— Lem! E2INT (a, —M |+-2m'7!(a,—2mo)—m'wy! : 
201. Tutortme. — Sz l’on considére les racine: et les péles 


@une fonction elliptique situés dans un parallélogramme des 
périodes, lasomme desracines ne différe de la somme des péles 
que par des multiples des périodes. 


Il suffit d’écrire que /(u), défini par la formule (CXI' ), admet 


les deux périodes 20, 2w'. Ona 


o(U—a + 20) = — e2N\U—-84 0) o( — x), 
done 
Lu + 20) = E2CW+274 (A, +a o+...+a,—),—b,—...—l,) - 


J(u) 
ce rapport doit étre égal a 1. 
Or, on sait que 


e% = cos + ésind, 


si donc e=1, c’est que 


peso 7 Paes 


n entier positif ou négatif, Il s’ensuit que 


(GRIM) ew -= 2 nap ao... ap — 0, — bo —. b)) = amr. 


ae r ‘(u + 20’) 
Kcrivant de méme que NAS Seal et fons 
S(%). 
(CXII?) 2¢ew'+ 27'(a,+ ao+..:+a,— dy by—...— b») =— 2am'axi, 


m’ entier positif ou négatif, 
Kliminant ¢ entre ces équalions on a, en vertu de la rela- 
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: TL ‘ 
tion qw’— wn’ € = (LXXIV), 


(CXMII) a,+ ag+...+ ap— b6,— b,—..:4+-b6,=¢(2mw +2m'w'), 


ce qui démontre le théoréme. 


L’une quelconque des formules (CXII'), (CXIL?) donne ec. 


Simplification de la formule (CXI'). — Remplacons a, par 
son homologue 
a = a,—2MwH — 2m’: 
J(u) s écrit 


f(u) te 5(u— b,\o(u— by)...c¢(u — b,) 
= # 3 7 d 

J(u — a'))F(U—az)...7(uU—a,) 

avec 

(CXIIP2) + Ga+.,. + ape hb, +byt+...+ bd, 


Par un calcul analogue a celui qui vient d’étre fait, on trouve 
2Cw =2M7z, 2Cw'=— 2M’ xi, 
M et M’ entiers, dot 
C(M'w + Mw’) = 0. 
M’w + Mw ne peut pas étre nul (n° 167), done 
(Cl xay, 


On peut donc toujours mettre une fonction elliptique, dont 
on connait les périodes, les péles et les zéros sous la forme 


eet % c(u— b,)c(u— be)...¢(u— d,) 
CX? ( TN i aN 
( ) Ge) Cee iG U=— as Vee LI, 


avec la condition (CXIIE). 


202. Hmplot de la fonction Hu. — Ona (CVI) 


Oss is oA 
a > promt CEA: 
Eien 20a. Cu=—-e? Hu, 


Remplagant ow par cette expression dans (CXI*) et tenant compte 
de (CXILI*), il vient 


Hob) He baie Hae — 6;) 


ne, a ik ai oa) 
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203. Cororrame. — Deux fonctions elliptiques ayant les 
mémes périodes, les mémes séros et les mémes péles ne diffe- 
rent que pour un facteur constant. — Cela résulte des for- 
mules (CXI*), (CXI*) ot les facteurs A, A’ sont seuls arbitraires, 
une fois les zéros et les infinis donnés. 


204. Ornre v’UNE FONCTION ELLIPTIQUE. — On appelle ordre 
d’une fonction elliptique le nombre de poles qu’elle posséde dans 
un parallélogramme élémentaire, chacun d’eux étant compté avec 
son degré de multiplicité. Ce nombre est égal a celui des zéros 
situés dans le méme parallélogramme. 

La fonction pu est du second ordre, la fonctiou p/w est du troi- 
sieme. 


APPLICATIONS. 


205. Les formules essentielles de la théorie des fonctions ellip- 
tiques s’obtiennent trés facilement en comparant les modes de 
représentation indiqués aux paragraphes II, IIL. 

Par exemple, pu — pv admet, aux périodes prés, les pdles = ¢ 
et le zéro double o. 

Cette fonction est donc de la forme 


~o(uU+vr)c(u—v 
enh pes ip 


écrivons 


,o(u+e)c(u—-e) 


u(pu—pr)=Cu 


G2u 


et faisons w= 0; il vient 


done (comme au n° 139) 


ere per= 


206. Prenons la dérivée logarithmique par rapport a wv; il vient 
(cf. n° 124) 
plu 


Rucene =C(u+r)+C(u—v)—2tu 
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et, en échangeant u et ¢, 


= nae ; 
ee ees p= Crp) a 
pu— pe 
Ajoutons et divisons par 2, 


I ppu—p'e 


=(C(u+¢)—Cu— Ce. 
2pu—pe 


Dérivons a nouveau, puis permutons uw, v : 


Ua ! ' / 
I ey? rpu(pu—pe 
: a = _ ple+teo)+pu, 
ENED ah ON 2) (CRI) 2 d ¢ 
] p’e ; J p' e(p’ Vice pe ) 


a se NE — p(t ve) + py: 
2 pu—pe 2 (pu — pe)? pC 


ajoutons 
uw ” 1 Pie 
I DF UU — Dio? I YuU—PYV\- 
oy elias 2 pe =—2p(ut+ter)+pu+pe. 
pt i a Pw yy 


Remplacons pw, p’¢ par leur valeurs (LV ) 


> I | ] 
6 p2u— — 2a, OO rhe 
2° 2 
il vient 
a uy 9 9 

ITpu—-—pe Ret) ee 
ee ee = Bt pu ape), 
DY 10) UB —— 9) [2 pa — Pv. 


donc, comme on l’a déja trouve 
b) ? 


plu+te)= te (peor) pu—pe. 


4\pu—pe 


On peut remarquer que celle formule devient symétrique si l’on 
introduit la quantité « définie par 


U+P+wW=O0; 


le premier membre devient en effet pu + pe + pw et, comme il 
est symétrique en U, ¥, W, ona 


1 /p'u—p'e\? 1/p'e—p'w\2 t/p'w—p'u\? 
[OUP OOS Ge = | = : = - ( ——__ 
: 4 4 


pu—pe Cpe pow A\pw—pu 


et, en extrayant la racine carrée 


pu—pe pre—pw pw—pa 
> =P a 3 
(CXIV ) {Rt =p)» ne 2) 632 pe — Pp & 


uU+vetw=o; 
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le signe des racines a été convenablement choisi; en effet, deux 
quelconques de ces quantités ont méme valeur principale quand 
Vargument (u,v, ) qui leur est commun tend vers zéro. 


IV. — Représentation des fonctions elliptiques 
par les fonctions pw, p'w. 


207. Toute fonction f(u) aux périodes 2,20! est une fonc- 
tion rationnelle de pu et p'u. — Reportons-nous a la for- 


mule (CIX*) 


f(uj=O+>, [A g(a) + As plu =a) — ee Oat Jee 


Vee ae 
== (=— [)\%-2 G1 pe-2) (a =——= yA 
De Deaton tN ; 


ot la somme est étendue a tous les pdles. La formule d’addition 
pour pu (n° 206) montre que p(w — a) est une fonction ration- 
nelle de pu et p'u. 

Ein différentiant cette formule, on voit que p'(u —a@) est une 


fonction rationnelle de pu, p'u, p’ uw; comme 


82 


p'u=b6p2u——, 


: 
p(w -—a@) est une fonction rationnelle de pu et p'w- Il en est de 
méme de p’(u — a), p" (uw— a), ..., comme on le voit en prenant 
les dérivées successives de la formule donnant p(w — a) en fonc- 
tion de pu, plu. 

Quant aux termes ((u—a@), on a (n° 206), 


' : 
; ; Lputpa 
C(u—a)=Cu—La , 
2pu—pa 

f , 

ST oe a Se Rie Ae lr, pu+tp'a 

SA Maa et A A ee A ee 


2 pA A Se Bf 
t 1 
4 5 ee Dw Pp @ 
mae Ae ee ee eee 5) 
2, inte an) Ce 


puisque (CX) YA est nul. 
Le second membre de la formule (CIX*) est donc exprimé en 
fonction rationnelle de pu, p'u. 
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208. Comme 


ptu = 4 piu — op u — fs, 


on peut, dans une expression rationnelle en pu, p'u, éliminer 
toutes les puissances de p’u; f(u) pourra donc s’écrive 


AHO pcs AOE GD, 


ee Pi(p)+ p' Q(p) 


ott P, Q, P,, Q, sont des polynomes entiers en p. On peut encore 
écrire f(u) : 

Pay Eee POOLE Ps PA), 

Pi(P)— Pp? Qi(p) , 


remplacons p’? par 4p? — gop — 93; f(u) prendra la forme 
f(u) = R(p)+ p'Ri(p), 


ot R, R, sont des fonctions rationnelles. Il en résulte, puisque p 
est impair, 
J(— vu) = R(p)—p’ Ri(p); 


par conséquent : 1° si f(u) est patre, f(u)=f(— uw) peut se 
mettre sous la forme 
J(u) =R(p); 


2° si f(u) est impaire, f(u)=—,f(— uw) peut se mettre sous la 


forme 
J(u) =p’ Ra(p); 


cest ainsi que p(2u), p(3u), ..., p(nu), n entier, s’expriment 
rationnellement en fonction de pw. 


CHAPITRE XY. 


FONCTIONS sn, cn, dn GENERALISEES. 


I. — Fonctions sn, cn, dn pour & quelconque. 


209. Nous avons étudié au Chapitre XIII la fonction x= pu, 
définie par ’équation différentielle 


dx 


(1) —— =4(e@— 1) (@— ez) (2 — €3), 
du 


pour toutes les valeurs possibles de e,, €2, €3 (@:-+ €2 + @; = 0). 


210. Il est naturel de ramener a la forme (1) l’équation diffé- 
rentielle 
dx —— Se EEE 
2, — = V(UI— 2?) (1— fk 22), 
(2) qa = V4 ) 
qui définit la fonction # = snu, quand /? nest plus réel et compris 
entre o et 1. Par analogie avec ce qui a été fait au Chapitre VI, 
nous €crirons, €,, €2, €; étant des quantités a déterminer ultérieu- 
rement, 


(3) ea ee erie 


et (2) deviendra 


J Ve1— es ds ms . €1— &3 ee 4 —.e3 
Dn & du &— e3 : are 
(B= 3)”, 


eh eer ements = 
eae: i oS eee : 


Ke ( ey 


e3 | (Z— €3). 


3 
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Disposons de e,, @2, e; de maniére que 


n 


“€;+ €:+ €3= 0, 


(4) Open Catan 


a( u )= az 
Ve1— e3 Vile —€;) (6 — 2) (z= 


E u \ ‘|? 
Deed ome 
Ve — 6s a 


On a par conséquent (2) 


snu = 


187 


cette formule définit snu en fonction de pu: 1° quando <k? <1 
(n° 82), 2° quand A? n’est plus réel et compris entre o et 1 
puisque pu a été défini pour toutes les valeurs possibles de go, £3; 


elle définit donc snz dans tous les cas. 
Ainsi, quel que soit /?, 


VIS has 
snu = ’ 
( u 
»( ————— )— e 
1 f 3 
(GXV1) pene os 
€o— 63 , tte 
€; + €.+€3=0, ——— = k?, €4, OU €g, OU é3 arbitraire. 
Cree 


Les fonctions en, dn seront définies (XX XVIII) par 


(EXV?) Pe y/0( : 
va 


dni 


u ; 
p Es C3 
Y 1 — €3 


u 
Ve aes 
u 


Vei— 3 


) 
) 


a 19: 


Penn 


3 
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911. Nous ferons disparaitre les radicaux et Vindétermination 
quwils comportent en utilisant les formules (XCI), valables 


pour pu, Gu, ou généralisées, et nous écrirons 


a \ M ey C3 
snu = Vey C3 b) 


ul 
oy 
Ver—- 3 
chu = ——————» 
u 
COM VI) 7 23 
Vicia et 
ul 
z, 
vy? 
= Jey —— 28 
aie = = 
u 
735 
Ver e 
| Cay tee = x x “he 
| 1+ €2-+ €3= 0, —— =k? 21, OU @y. OU é3 arbitraire, 
€, — €2 


\ 


formules qui, comme (CXYV), défintront sn, cn, dn, quel que 
soit k?, 
212. Soient 2w,, 2w; deux périodes fondamentales de pu et 


2005 as = Dp = Dg 


posons 


(GXVIL) VY é,— Gti ay. Ve, — €32 = Op, Ve;— 33 = Q3; 


tes formules (CXVI) donneront, comme au Chapitre I, 
S0==07 CMO p= UNO are 


gu étant une fonction impaire et 3,7 étant paire (n° 138, 150) 
on a encore (CXVI) 


sn(—u) =— snu, en(— uv) =enu, dn(— uw) = dnu. 
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On a aussi (LXXXII, XC), 


i Ul 
oy ( ee NDS 
Wien —— es 


u 
73 iN) cere ai 2,0) 
Ve1=— 23 


sn(u+20;)= Ve,—e 


u p 
5 
[aa Ver AS 
SS Vy = 3, SA _ = — 
Ts sen SS Braaron 
Ve =7€5 


toutes les formules de ce genre qu’on peut obtenir sont écrites 
dans le Tableau suivant: 


sn(w+292,)=—snu, sn(u+2Q,)=—snu, ‘sn(u+20;)= snu, 
(CXVITT) ¢ en(u+22;)=—cnu, cn(u+22,)= cnu, cn(u+223)=—cnu, 
dn(w+22,)= dnu, dn(u+22,)=—dnu, dn(w+20;)=—dnu; 


les fonctions sn, cn, dn sont donc doublement périodiques : 


périodes de sn : 72, Ou 4Qy et 2Q3, 
(CXIX) périodes de cn : 4Q, ou 4Q3 et 2Qs, 
périodes de dn : §Q3; ou GQ, et 2Q;. 


213. snu estnulen méme temps que ou (CXVI, LX XXII) dont 


les zéros sont simples (n° 142); sn a donc pour zéros, et zéros simples, 
(CXX!) 2m, Qy + 273Q3 5 


de méme, les zéros de cnu correspondent a ceux de 6,u; ce sont 


(n° 152) 
(CXX2) (2m,+1)Q;+ 2m3Q3; 
enfin dnw a pour zéros, semblablement a ¢, w, 
(CXX4) 2m, Q, + (2m3 +1) Qs. 
214. sn, cn, dn sont infinis quand ¢; est nul; les pdéles de sn, 
cn, dn sont par conséquent (n° 151) 


(CXX*) (2m, + 1)Q)+ (2mz3+-1)Q3. 
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215. Les formules (CXIV)-(CXYV ) donnent 


sn’u = cnudnu, 
cn’u =—snudnu, 
dn’'u=— 2 snucnu, 
comme au Chapitre I. 
216. Ona (n° 210) 
Vas 
€1 — €3 V4 €3 
sn(u + Q,;)= v : = : 


(@€2— €,)(e€;—e 
ey =e Se 
Vei— es >( ==) —i4 
\/ ( u ) , 
i Ce 
Ve1— 3 


\/ (ees) |p(Fe=) —e,;+(es— ei)(es—e)| 


On peut ainsi écrire, par des calculs analogues, le Tableau 
suivant : 


cnu dnu if 
sn(u+Q,) = sn(u+2,) =— ’ sn(w+Q;3) =— ? 

( ) dnu ( 2) kenu ( 3) ksnu 
: sn u tke t dnu 
GXXT) 4 en(u+Q,) =—#’——,  cn(u+2,)= ; en(w+Q3) =— — ’ 
( a ( 1) dnu } Acnu ( 3) A snu 

kK tk’ snu .cnu 

dn(u+,) = ) dn(u + Q,) =— ——, dn(u+Q3) =—1 : 

dnu cnu / sn u 


Les formules (CX VIII, CX XL), ot l’on pose 


K=O; Gk On akon 


restituent les formules des Chapitres III. 


217. Vutorime. — On a, comme au n° 14, 
. snucny dne + snyenudnu 
sn(u+ 9) = ———_—$__________. 


1— A2 sn2u sn2¢ 
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1° Soit 
snucny dney+sneenudnu 


flu) = 


1 — k2 sn2u sn2¢ s 


sn(v +), considérée comme fonction de u admet les périodes 
4 Q, (ou 4Q3) et 225 
J(u) admet les mémes périodes, comme on le voit immédiatement. 
sn, cn, dn étant uniformes, il en est de méme de f(w); il en 


résulte que sn(u + 9) et f(u) sont deux fonctions elliptiques. 
2° sn(u +) a pour poles (CGXX!) les points 


U+ P= (27,+1)Q) + (2m; +1)Q3, 


u = (27m, + 1)Q,+ (2m3+1)Q3— 0; 


pour ces valeurs de wu, les fonctions snu, cnu, dnu devien- 


nent (CXXT) 


= sn(Q; + — sn(Q+¢)=E 7 
L 
t dng 
+ en(Q,;+ O;— 9) = ea a ary 
.cne 
-F dn(Q;+ 0;—¢)=2dn(Q—+9)=Eta ee 
In 
et f(u) s’écrit 
T cng 
ae ——cnrv dne == sne— — 
ksne k sne 
2 
ny ee 
k2 sn2v 


quantité qui est infinie; f(w) admet done les mémes pdles 
que sn(u+e). 
On peut voir aisément que f(w) n’a pas d’autres poles. 
> A ces péles correspondent pour sn(u+¢), f(u) les zéros 


Uu = 27m, Q, + 2772323 — ve. 


sn(u+v) et f(u), ayant les mémes pdles et les mémes z¢ros, 
ne different que par un facteur constant (n° 203) 


snucnydny + snycenudnu 
2 


sn(u+eve)=A f(u)=A 
( ) Je) t— A2 sn? u sn2” 
faisons “= 0; le second membre se réduit, comme le premier, 
a snv, donc A=r1r, ce qui démontre la formule d’addition de sn. 

La théorie des fonctions sn, cn, dn généralisée est ainsi établie. 
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¢ 


II. — Expression d’une fonction elliptique quelconque 
par sn et sa dérivée cn dn. 


948. Faisons e, — e3 =1; 11 vient (CXIV, CXVII, n° 247) 


t+ k”? ffi a! 1+ hk? 
a=? Gy Sy é3 = — —~—» 
a J J 
(CXXII) < 
Iu = : Soar Jae > Ww = 0 tl 4S Oo; = OF he 
} 5 1 
\ sp2u 3 
puis 
- ; »xenu dni 
(CXXIII ) pu =— ——__-.- 
sn3u 


219. On a trouvé (n° 208), f(u) étant une fonction elliptique 
de périodes 20, 20! 
P(p) + Pp’ QP) 
Pi(p)+ p Qa(p)’ 


flu) = 


ott P,Q, P,, Qy sont des polynomes en pu; remplacons pu par 
sa valeur (CXXIL) et p’wu par sa valeur (CX XIII); il viendra 


Pp I r+ k?) DECMIL Cn tba a t+ k2\ 

: le 3 ) sn?u teers iz 3 

aes ie P I I+ 2cenu dnu ( I ial 
sa uae ) ~  snbu a 


U résulte de cette formule que: Toute fonction elliptique aux 
périodes 2K, 21K! est une fonction rationnelle de snu et de sa 
dérivée cenu dnu. 


QUATRIEME PARTIE. 


LES FONCTIONS @, 


CHAPITRE XVI. 


FONCTIONS 6(¢, 7), 91:(9,7), 92(», t), 93(9, 7). 
RELATIONS AVEC ou, oyu, Sou, F3u. 


I. — Introduction des fonctions 0. 


220. Au n° 184, nous avons introduit la fonction Zu, analogue 
a Cu, mais possédant la période 2, propriété qui n’appartient pas 
ath 
Ww? 


4 

Nousavons vu (CVIIL2, CVII) que la fonction Hu=Hloe 2” “ou 
se reproduit changée de signe quand uv augmente de 20. 

Nous allons généraliser cette importante question. 

Soient 2,, 2; deux périodes fondamentales de pu et 
2W. == — 20, — 203; — 20, étant période aussi bien que 20,, 
et — 2, aussi bien que 23, on peut changer le signe de l'une des 
périodes 2w,, 2; de telle fagon que, dans le rapport —, le coef- 
ficient de z soit positif. 

Nous supposerons quil en est toujours ainsi. On aura par 


conséquent (LX XIV, n° 174) 


is 
(1) N21 — Hi We = N13 — 7301 = 432 — HoW3 = Eu 


Si Pon change uw en u+20,, chacune des fonctions ¢u,é,u se 
reproduit, multipliée au signe prés par e?%("F) (nes 141, 154) et il en 
Ns re? 


est de méme dee *® ; chacune des fonctions 


NIC NIC : Ne Ye 
2 : 20s 2 2 
(alee) Pt as, Oe NE Wer lie po  OON it Ch SAG 


bE M. 13 
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se reproduit donc au signe pres quand on change u en U+ 21, 


de méme que Hu. 


921. Les variables v, 7, 3, g. — Reportons-nous a la for- 


mule (C), 


p “ ue 
eo i 7 ; 
u ) ELMO, FIM Wy © 2(2M OW, +2 Ws |? 


2mW,+ 2m' ws 


? 


susuil(i— 


nous yoyons que ou est multiplié par ¢si lon change stmultané- 
ment U, 4, 3 en tu, tw,, £w3; donc ou est homogéne et de 


5 . = ou 

degré 1 par rapport a Vensemble des trois variables u, w,, 3 = 
1 

est donc de degré zéro; n,—=Cw, est, comme Cu(XCIX), de 


Qe 


degré—1;@ ?® est de degré zéro par rapport a l’ensemble de ces 
trois variables; 6, u, d2u, d3u sont (LXXXVI) de degré zéro, tou- 
jours par rapport a Ww, ©,,3 pris ensemble. 

Les fonctions (2) sont donc homogénes et de degré zéro en u, 


Wir, Ws. 
Par conséquent, les fonctions (2) Jouissent de cette importante 
propriété de ne dépendre que des rapports 


u W: 
? 1G =) 


2W1 Wy 


(52) C= 


A ¢,7, nous allons adjoindre z, g définies par 


(3?) enivy — &, ewT—e = 


222. Définition des fonctions 4. — On écrira ici, en définissant 
de nouvelles fonctions 4, §,, 45, 45 : 


I qu 
e *%ouli2aw,=A NY, a) == §(2,¢), 
_ ye? 
CeO Gud MSG) ees Le? 
Aye 
‘ = © 
(4) e 24 Te = C 03(¢, 7) =site (5,4), 
te 
PRET S 5 U = D03(»,t) = $5(z, 9), 
Ut Ws P , 
Ox == > °=—) Z CTY | qd —= emt: 
\ 2.004 Wy 7 


A, B, C, D sont des constantes qui seront déterminées plus loin 
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(n° 229); (2,9), 41 (2.9), F4(%,9)5 F2(4,g) sont des fonctions 


qui vont nous alder a étudier 9, 9,, 95, 93. 


223. Siu crottde 2w,, v devient 


w+ 20, u 
= +1=9+t; 
2, 204 
z devient 
etile+1) — etl’ ei — _— etiv — __ %. 

pursque 

er Cosi v sini ——= 1 

11? 


e 7? devient 


TN, (+26), )? — 1, U3 


20, 


=e 20, e729 (uw) - 


Me 


e *®: est donc multiplié par e~?4.(“t.); de plus d’aprés les for- 
mules ( XC), 


TU devient oF (U+20,) =— ernilut+o) su, 
o1uU » 1 (U + 201) =— e2Mluto) ou, 
Fol » To(U + 2W,) =— e2MlU+o) oo u, 
Gail » 73(U + 201) =— e?lu+o) o3 U3 
donc (4) 
nw ae 
$(—z, q)z=e Pt e-2Hlu+w) ~% — eMluto) Ju} 2w,;=— e€ 21 gy sows, 


A a u 
St ucroit de 23, 9 = — se change en 
y 2W4 5 
U + 203 
= 
2W4 


et 3 = e™” se change en 


etilv+t) — eTlv eTiT — G3; 
T™, u? 


e *® se change en 


1 (uU+20,)% Niue 2) 
“ * — 271, (&+ Ws) 
2W, —e 24 a) 

= ) 
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ars 
quantité qui peut s’écrire, puisque 4,3 — 730) = 3 (1), 


u? ( 17 1 
sae 2 (‘ns 04+ >) (ure eae 
é 

ut 


—n } 
"2, p—24\(U+W,) e-2Tv e—TIT, 


Hee 


4 
e : 2H o—2,(U+0),) Bg", 


1? 


. ii Taian: . oy f. = a 
ce qui montre que e 2: est multiplié par il had ies Sil 


enfin (XC) 


SU devient Jy (U+ 203) = — €2%s\ut+) ou, 
Oy U » 1(U+2W3)= €24:(U+0;) ou, 
SoU » FJo(U +203) = e€203(U4+W2) cn, 
O3 ul » 73 (U + 23) =— e20:(4+s) F3uL; 


il en résulte 


(F954, 9) == 9-2 F (259),  Fs(gsg)= 97147 Fil4,9), 
Ger. , aa 
$2(92,q9) = q-'27$2(z,9), $3(¢%,9)=—q'2 ce q) 


II. — Expressions des fonctions 0 par des séries de puissance 
a double entrée et par des séries trigonométriques. 


224. D’apres (5), ¥(s,q) est impair. Il y a donc lieu de penser 
qu’on peut écrire 


+0 
F(z, q) Sa: Ltn 


substituons dans la premiére relation (6): 


Ange = —yia, qtr, 


et identifions les termes en g2”~-': i] vient 


Ay,==— gen Nee == (= jet q2rran—-t) ae 
“ 1 
; ae == 
Gat) ar q *Ay 
u u 


=(— 1)” 1 ginel A,= 


Si Von définit A par 
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ona 
n n Ne 
we. (- 4) a +3) x 
U 
et 
AN 
$(z,q)=A(o Sr 1”) ( ee 
avec 
“<0 ree 
(7) (0,2) =F Weng) grit, 
el aussi 
+30 1? 
(8) Ds aa) = Ge eo at! e(2n+1) Tie, 
t 


On remarquera que : a chaque valeur positive ou nulle de 
Vindice n est associée une autre valeur négative — n—1, alaquelle 
correspond le terme 


I (ees) 


(y=! g 2 


e—(2n+i) nv - 
z } 


r éunissant les termes associés el nous rappelant que 


et = cos) + csin0, e~% = cos — csin9, 
p Qi 0: yon ais 
, cli— e edie 
TS rere! C08 0 ee =e 
il vient 
= (nae 
9 O(v,7)=2 ——])? 2/ sin(27—+1)r¢ 
5! j q > 
° 0 


ou il n’y a plus d’imaginaire 7, et 99 est ainsi développé en série 
trigonomeétrique. 


225. Passons ala fonction §,. D'aprés (5), elle sera impaire en z 
et de la forme 


+ 0 
$4(, q) oy B,22e+1, 
Substituons ce développement dans la seconde des relations (6); 


il vient 
. Brg?! ZuN+l = } Bn gy 22", 


198 QUATRIEME PARTIE. — CHAPITRE XVI. 


dou ; 
e's 3 
B,= G2? By = ghie+)) By = q ml (6) Bie 
si Pon pose 
1 
qd “B= B, 
il en résulte 
F1 (4,9) =BO(¢,7), 
§,(v,7) désignant l’une des séries 
1 5) 5S 

00, 1\2 Bie Pe, 442 
(10) 64(°, ®)) =Sq*? Zenrl =Sy'""? e(2n+1) tiv, 

+ 0 ( 1\2 

. t+ = 
(11) VG a> t25 cero mee har: 

0 


226. La fonction ¥, est paire en = et de la forme 


Substituons dans la troisiéme relation (6). Il vient 


5 Cn 9g? gin — y Cngu1 22-2, 


»} 


et, en identifiant les termes en 32”72, 
Ge = gait Che = gq 2R—D+2n—3)+... (Ors = qr Go. 
Posant done Cy= C, ona 
$o(z, FP = COs (care, 


fa(,7) désignant lune des séries 


+o + 
. 2 
(12) O.(9, tT) => gr gm => 9" ennniv, 


(13) 02(9, 7) =1-+2 Sig" cosan ne, 
1 
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227, La fonction #3 est paire en 5, et, d’aprés la derniére rela- 
tion (6), 


$5 (2,9) = D93(», 7), 


ott 43(¢,7) représente Pune des séries 


+o +2 
( 14 ) ().» ( 0,7) = (— pe eee = 1)” gt ernme, 
(15) 03(9, 5) =1+2 S(—1)"g™ cosance. 


228. Nous allons écrire ici ’ensemble des formules qui défi- 


nissent les fonctions 9 : 


COXXTY) oS as Sp pees Z= ev, Ga Cu, 
204 Wy 
+ 2% 1\? 
) (05) = - Se eg +3) e2n+i ate, 
L 
an 1 ) 
Zefa) : 
(CXXV) = 2 Y=" */ sin(2m + 1)7P, 
0 
= iu 28 ) 
= Re —g‘sin3no+q‘ sinizre—.../, 
= 3, () [not. d’Halphen (') et de Weierstrass (2)] = H(w) [Jacobi ()]; 
[ aes (Gee) : 
| 61 ( a da 2/1 el2n+i)riv, 
: Sica 
(GXXVI) / =O */ cos(2n-+1) TP, 
0 
Q 2 22 
= AG + qg'cos3me + g* cossno+.. )) 
= 3,(») [not. d’Halphen (1) et de Weierstrass (7 )| = HH, (ze) [Jacobi (#)] 


(1) Hatpnuen. Trailé des fonctions elliptiques et de leurs applications, 
Gauthier-Villars, Paris. 

(2?) Wrterstrass, Formeln und Lehrsdtze sum Gebrauche der elliptischen 
Functionen. 

(3) Jacosr’s, Gesammelte Werke, t. 1, p. 497; On dit: 4 majuscule de wu (n® 229). 
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el 
G.( 0,7) = gore, 
(GXXVIT) —= j-- ey Ss COSOINTY?, 


1 
=I1+2g cos2Tr¢ + 2g* cos4rv + 299 cos6Tr +... 
= 33() [not. d’Halphen (1) et de Weierstrass (?)] = 0, ve [Jacobi (3)]; 


+ « 
O3(9, 7) = S- 1g” e2nmy, 
(CXXVIIT) / Sea gcis 2 Sag" Coane 


=1— 2g cosaTtv + 2g* cos4m¥ — 2g* cos6TrHo +..., 
\ = (ve) [not. d’Halphen (1) et de Weierstrass (2)] = @(w) [Jacobi (3) (*)}. 


La fonction 4 est impaire, les fonctions 4,, 9,, 9; sont paires. 


III. — Expressions de gu, s,u, Z.1, 7;u par les fonctions 0. 


Ny te Mie 
a E Leones 4 
Csi NOE e raat —= BOO: 
Hate units: 
B POV Lal == (COsOn e 7°: ¢,u = D659, 


ot les constantes A, B,C, D sont a déterminer. 
Pour cela, posons dans les trois derniéres équations ¢ =o, 
Vot u=o; il vient 


(16) Deb Ohon 1= Co,0, tes Mio, 


(Gs) eS) eLOCuacuempemrggu(notes)k 

(') Briot et Bouquet, dans leur Théorie des fonctions elliptiques ( Gauthier- 
Villars, Paris), écrivent 0,(w),0,(w), 0,(u), 6(w) quand nous écrivons 09, 0,9, 
0,0, 0,¢. Enfin M. Jordan (Cours d’Analyse de l’ Ray Polytechnique, 3° saicen: 

. I, Gauthier-Villars, Paris), écrit 6(%), 6 1(@), 9,(¢), 8,(¢) quand nous doris 
vons 0, 0,0, 6,%, 0,0. Cela vient de ce que pour M. Jordan €; =e, <5, evans e1 
€5, @; sont réels, piidis que nous avons supposé e, < e, < e. 
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La premiére équation devient identique pour » = o. Mais 


1, U2 


* u 7( 20,8 ) ys 
BO ae 20Ws* = fH 4 8? .05 eee) = Ea OPN Ot ratyiens 
20) 20, 
dou 
eee 
20, ~ 
e ‘ou 
(17) oe = Sy - 210,03 Es «.5 
i 
d’autre part (CXXV ) 
p36” 0 
(18) 6o=08/0+ 6 ee 
5 


car fo = $0 = 0; portant (16,17) dans 


Ae? 
e 7%: :9u,=A6¢, 
il vient 
30"0 
b—anot+...=A(06'o - G aya E 
\ y / 
Vout 
EXTUGGY =e) 
(19) ite Mo 
Behar plana aa 


En conséquence (4, 16, 19) 


Ww 


“(2 


1 9 5 
TRS Posqune,” : 
Se eke rr eer sini me hy) 


ke 
TU = 20, e719? —_ = 9, e210." - 5 
0'o §'o 
fo 9 25 
01,0 Al “costo +g” cos3nv+g* cossne +. ) 
O14 i= e2910,2? One = e2QiW ye” 7 7 aa qd A 
1 1 
- : O.¢ .I-+29c0Ss27¢+2g9"*cos4nv+2g9 cos6re-+L... 
X XIX) Cath = E2910," we = e210" 0 EI EOE I 
20 20 
) —* COS2% —— G A I— 9. g2 ) 
o3U = e2M10,02 Os¢ ax e202 [—2q COS2X»KY+-2g"* COS4TYO—2q CosO rye 
030 (5 oO 
avec 
Os m 
u ay 6”0 
o>) CG =e PE A iy WRG) Dy ta peed 
\ 204 7 : 69'o 


A ces formules nous ajouterons celles-ci, qui sont les consé- 


202 
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quences immédiates de (CXXV-CXXVIHII) : 


Jo 


= 0, 
Sp (tt) (ene 
WO} at ON Seog at (OW) — Waa) 3qg* + 5q 
0 
i) (0) 0), 
«© 1\2 1 9 25 
Mo=—ant Hayy wise Gt ees 
0 
(CXXX) wo (net) ts $y ge | 
| Oho = 2g. 2 aap eg gee 
0 
§,0 = Ito gMait2(qtgr+gr+git+...); 
1 
| 030 = 1-2 Yi (—iyngn 14 2(—9 + gt§— 99+ 78 —...). 


1 


ei 


=, 


[dentité de la fonction 4v, ou H(u) de Jacobi, avec la fonc- 
tion Hu définie au n° 186. — On a écrit (CVI?) 


(1) 


iii — Moe 0 Soi 


puis, tout a Pheure, 


§'0 
HO = Naa) == C—O. SUL, 
24, : 

Nat 
/ 

ares 2D Pip pis 
= — TU; 

2] 


on a donc, puisque ¢0 =o, 6!0 =1 (n° 138), 


9’o iu Soe ahs 
H’(u) = — 2 ae Ps gaee: 29: eer 
2,0)4 Wy 
§'0 
H'(0) S= 
204 


Wot 


il en résulte 


ie 


20, ~ 


Cu; 


0o =H(u)=H'(o)e 


lal ls 1am), 


sous condition que w,= ow. 
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. I I i I I 5 
IV. — Expressions de 0, (e+), ba (o + +2), 0x ( Beles! = 5) 
2 \ A : 2, 9 
by(v +1), Ve(9 t ©). Oy4(e —1—Tt ' 
230. Ona (CXXV) 
+a ; 
0( I I (n+5)° (an4iini(e+s) 
g9+—-)=— - <= eg s 2/ © 2 
\ 2 pk ) 7 ? 
+2 1\2 7 
Lf (+35) (Qn+1)Tiv+(n+ 5) Ti 
l 
or, 
erm = cosnz + 1sinnt = cosnz = (—1)", 
wwe 1 1 
e? = (em? —=(cosxr+isinn)? = /—i1=+1, 
donc 


+0 1\2 
I (2+5) aie i 
Waa = | Sas ig, Si ATUL Gis tom) 4) 
D 
— 


Faisons » = 0; on voit directement, sur la troisiéme formule 


(CXXV), que 


i 9 25 z 
r I ( t ree rae BoE Take 13 ) 
- =2 gd sin— — gd sin — g sin — —... 
2 es a d 2 7 2 ? 
1 9 25 
(20) sey et fe 
Te 


il en résulte qu’on doit prendre e* =-+-/ et que 


(21) 0 (e+) =+ 6, 


Oeie On a(GX XV) 


(Qn+1)mi( ot = 


fas) 
ae 
vt 
a 
SEs 
I 
~R 
ii 
a, 
S] 
O 
a 
wi 
® 
wpe 
a 


— 0 
or, 
% it ee ees 
(2nr+1)Te y+ =7) . P 5 le 
e \ 2 / — e(2n+1)nlv entit e? 


? 


wie 


= el2n4 Irie ( ETT yn ( emt)? 


>) 
1 

— 2 ida 2 

= el EG : 
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done 
F +0 1\2 1 
I I (zea) es eee 3 
O(o+-=% ie (wen 1 ENA EIN OTE hes 
D u 
—_-—n 
4 +o 4\2 
eee ies, \n ies 2 (2n-+1) Tie 
= 3g (aad a ’ 
— © 
1 Bee 1\?2 
—_—- n+e-= 
= — =a 4 p—Tiv 5 (== ryetig' 3) ern+i) Tie, 
l 
\ —n 


« 1 


(2) O(v+ 22) = ig he-mvOs(o, 2): 


faisant ¢ =o, il vient 


(23) 


932. Ona (CXXV) 


I I -> . (n+3) (2n-+1)ni(v—s—st) 
uh ga eee ee == (—1)"q 2/7 e 2 2 : 
2 2 U 
—n 
or, 
(7 — =) qo Kit oe = ns ( ae) 
é za e 4 5 (WW ere, 2 (emit)-n\ e 2 pee 
1 
arate 
ace eee MS? mee 
= 
e2 


Te 


prenant, comme plus haut (n° 230), e?=-+-¢, 


gor a) —nmit— 2 ' ae 3 
= oh oe 
Wow 
Neeser mac weenie i +3 
(¢== = — — x) =— Sing 2 (—1)"q-"q 2 en + niy 
— 
i oe 1\2 1 
ann : (n=) at z 
= 7 ‘ante Sg 2 ‘e2annie 
= "90 
1 qua 
——— q tener PE e2nniv, 
— 
: a —* 
(24) o(o— anos =—g & enie Q,¢ 
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faisant ¢ = 0, on aura 


< 1 
r an I = L Naan! aera” 
(25) u( : SG) =--q “Heo. 
233. Hl n’y a aucune difficulté a calculer semblablement 
0, (e+ =), ra ae (° —-—- <); on trouve alors les formules 


suivantes : 


i) (v-+5) =o, i(o+ 2) =—0e 
(CXXXT) ; : 
ta(v + =) = Oe, 0s (0-+ 2) = 0203 
2 2 
in EX —; : I —; Ti 
i) (ese UCP HORAN Oi(e+ Pe esta) as ae tv Qo 9, 
(CXXXII) re = 
0, (0+ -] mg. e-Tr O.c. ta (e+ +] = tg. tee rhe, 
I I ~; I lo : —; 1 
6 e—5— is] =— g *eT™¥O,9, 04 p—t—is) =—iq *eT O39, 
(CXXXITI) ‘ ; 
,(o— + — 2s) =—ig ‘env Oy, (6-2 — <5) = q ‘emir Oyo; 
git == (0) 0), 0,~ =— 00, 0. ~ = 030, 6; == Ono, 
(CXXXIV) x 
(CCNEXENG rr austere tees oie ea ota Ts Moe he tea A ee eke Reet vs 
234. On a ensuite 
/ I fie) I 
Oe+1)=0(e+ i+ 2) =o (04 2) =— Oe, se 
ce qui permet d’écrire : 
(CXXXV) | Ll aug 8,(¢ + 1) =-- O19, 
ou Oo(y+1)= 929, Os(v+t)= 630; 
(CXXXVI) (69 (e+7)=—q-'e2%§ vo, O(p+7)= g-te2mrG, y, 
( 6.(e +7) = g—1 E27! 0,0, 03(¢9 +-7) =— g-le2Tlv 930; 
Ce ee ee NS heen da panes 
Z Oso 2142 =) = gq e2hv 0.0, §3(¢ —1—7t) =—q- e2Tlv Joy, 


Ces formules seront, dans la suite, d’un fréquent usage. 


——S 2 oS 
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RELATIONS ENTRE fu, pu, sn, en, dn ET LES FONCTIONS 0. 


I. — Expressions de Cu. pu, 1, €2, €3, 82, £3, A, J 
par les fonctions 9. 


235, On a 
,,_a@Logsu 1 dLogvu 


> woe 


dou (CXXIX) 


du 204 do 


0’ e\ Uu 0” o 
— |}, P=—) 27,0; =— . 
Oe 20) Be 69'o 


Cx (« ee 
2W4 
On a aussi (XCI) 


pu—e Sale ne S2u\? o3uU\2 
== aS » d Seana Dis >) u-—é3= . 
Gi GU P : a) 7 


done (CX XIX) 


(GXXXIX) d pu—e= (. if Hp (Wet) 
pu — e3= =) EE 
: 204 03009, ; 


ce qui donne trois expressions de pu. 


236. 9» étantimpaire et 4, ¢ étant paire (n° 228), on peut écrire 
(CXXX) 


w 


p3 
GC) Sa Oe 5) oF ah ath. 
) 


p2 
9,0 =0,;0 + 00 Puents 
2 
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on sait de plus que 


I 
+ C,u?+...= t+ €,(20,0)2?+...5 
Ls (20,9)? © a sae 


Du = — 
j u2 


portons dans la premiére équation (CXXXIX) : 


p2 2 
§,o+0;0—-+... 
4 I Pa bal gop: ot es 
———— + €1(2019)? +... ey ——- : 
(2,0)? 204 §,0 ps + 


Glogs Oo == 
6 


Effectuons la division indiquée dans le second membre et 
écrivons que le terme indépendant de ¢ est nul; il vient 


i VS ae Woy WA 
ey = 7 7 }> 
2.04 3 0'o 0, 
et, de méme, 
1 \271 60"o0 950 
P| | =~ 
: 204 ie 0'0 00)” 


ioe iy AWW at es WA) 
ee aero 2 06 0,0 


237. Ajoutons ensemble ces trois relations. Nous aurons 


(CXL) 


: Om Wha 5a Wao) 
(1) TE eat Ale LAE PA ee 
60 9,0 050 6.0 


Remarquons ici que si !’on remplace g par sa valeur e™*, chacun 
des termes des séries 4, 4,, 92, 9 (CXXV-CXXVIIIL) sera de la 
forme 

T = a eh 42h), 


a etd élant des constantes, et que 


oT A oT : 
ae = ThA 002 —(antr)T, 
dot 
02 T <a ROY 
Ov? orca 


les séries 4, 9,, 45, 43 étant des sommes de termes de ce genre 
satisferont, ainsi que leurs dérivées, a cette équauuon aux dérivées 
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partielles et Von aura 


020'p . 00’ ‘ eae OUP 
f) er Mla ae oer tc! 0,0 = 471 Cae 
. 009° 09,0 
vty — fh 049 = 47 
DS eet, an 4 4 oa 
faisant 7 = 0, 
‘4 d\'o 7 d6,0 
‘ oi Meets rian 6.0 = rae = ) 
d0.o0 d§,0 
6.0 = Ant Ze ’ ORO == red os 2 
(1) peut done s’écrire 
db'o d),o d),0 a0,0 
dt at dt dt d 8'o 
o= 4 ee 
ane) 0,0 050 20 dt 0,0 920 §30 


t 


ainsi, le quotient est une constante; on la déterminera 


0,0 0:0 930 
en supposant g infiniment petit; on aura (CXXX) 


{ 


ffosan(g SE nes). (0=2g'+..., 


6,0 =1+4+..., 0; Ore 
ce qui prouve que la constante est x, d’ou cette formule importante 


(CXLI) §'o = 70,0 020 930. 


238. Revenons aux formules (CXX XIX) et faisons vu = w, dans 
la deuxiéme, uw = ,, puis u = w, dans la troisieme. Nous aurons 
(CXXXI-CXXXIV) : 

u 


1 Ppwo,= ey, 0,0 = 8, —- = 0, 


T 
- => 830, 
24 2 


dou (CXLI) 


I \2 /0'0 83,0 \2 re Ne oe 
a—a=() leon Scat) ee 
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Wot 


ainsi 


(CXLII) 


9239. De 


. 2 af 6'0 8,0 \2 ( (0 
4 — 62 = —— cs oO) 
z 204 laces) = se) : 


u 4 -+ 3 I 
= SS SS Se 
BD, 


204 24 


u = a2, 


, f 90 3 (—;—4:) 
1 \2 . ® 2 
C5163, — (= 
0500 ( DR. 
Ww 


Res 
=a I y( go gale ) 
a ——— ————_ 

204 Osos g4*) 0,0/ 


= 1 \2 /0'o0 0,0\?2 
= Fel 930 950 


Videntité 


(@,— €2) + (€2— 3) —(e€;— @3) =O 


on déduit cette formule importante (CXLI) 


(CXLII) 


240. On 


(0,0)*+ (930)*— (9,0)&= oO. 


a 
(€1— €2) + (€1— €3) = 2 €1— (€2— €3) = 31, 
(€,— €3) —(e1— en) = 2 €p — (€, + €3) = 3 eo, 


€3) = 2e3—(ey+ €2) = 3/55 


(€4=—€3 )— (e2 


d’ou (CXLIL) 


(CXLIV) 


(=) [(030)*+ (020)*], 


Cole 


Qo] 


(=)’ [(0,0)' — (030)*], 
()’ [—(02.0)'— (0, 0)*]. 


® 
aw 
| 
Cole 


DE M. 
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DAT. Ona 


(@;— eg )2+ (€1— €2) +(€2—€3)? = 2(e? + €} + €3) — 2(€1€2 + €1€3 + C2 3) 
= 2(€, + €2 + €3 )?— 6(e1€2 + €1 €3 + C2 €3) 


= — 6(€; a+ 6163+ €2€3), 
3 . 
mate 
done (CXLII) 
(CXLY ) apis 5 (=) [(9,0)8 + (020)% + (030) ]. 
1 
942. Ona (CXLIV) 
$3 = 4 €1€2€3, 
(GXLVI) —gs= 4 (2_)" (050) + (020)4)] 
ate S18 27 \204 93 2 


< [(0,0)*— (030) | [—(020)' —(0,0)*]. 


243. Nous prendrons A sous la forme 


A = 16(e;— @2)?(€;— &3)?(€2— e3)?, 


et il viendra (CXLI, CXLI) 


/ 12 

(CXLVII') =16 (=) (010)8(6:0)8(830)8, 
167% : 

(CXLVII2) Ne Sone (0’0)8. 


244, Nous calculerons encore J = 2%. On a (CXLV, CXLVII?) 


TS [(010)8-+ (000)8-+ (030)8]? 


oa 54 (0'0)8 


II. — Expressions de U;, Us, Us. 
945. Nous avons écrit (LXXXVIT) 


1 1 
5 NN, — 5 M2 Ms 


1 
= aa — 5 ss 
U,= 0, e . U, = co. e ; Wipe eythane, = : 


il est parfois utile de connaitre U,, U., U; en fonction de 4, §,, 


Gay, 


RELATIONS ENTRE Cu, pu, sn, cn, dn ET LES FONCTIONS 6. 201 


On a (CXXIX) 


9 u 
NTN, te? so 
; Oy — 20 
(09h JOM OY In ge == Wer ot a 
Par conséquent (CXXXV) 
9 I 
2 6,0 
U, = 20, -— = 2045; 
60 0'o 
——=* (9) 4, ==) 
We (4,0 Bee a ‘) 
ON ae 2 W 
Us. = 20, e? Sr pene 
ou [ n° 220 (CXXXITL) | 
Ort Ws 17 Sop is 
Dyer, 6.7 OO Fag beet 
fe) 
nay. 
SS 1A E: aa 
: 'o 
it 
Ty 
=—=— 2W,e Vo” 
en troisiéme lieu, 
3 
1 Ws 
U owe Dy eee ie ee Os 
nt) y 
0'o 
I 
4 in 9—+t nit 1 
a ies » Sie aay Ke) 
=) W = 20, € L 
ee 00 1 q 0'o 
Ray 
= 2UW, mY . 


La formule (CXLI) 


00 sr 79,0 6,0 830 


permet d’écrire en définitive 


Vig” oie 


iT 
(CXLVIL) geese Stee: FS 
Tv 0,0 830 
Ue es 


III. — Expressions des fonctions sn, cn, dn par les fonctions 0. 


246. Nous allons considérer 4 nouveau les fonctions sn, cn, dn. 
Soit A un nombre absolument quelconque. Posons 


(2) k2%= 1 — k2 
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et définissons trois nombres @,, 2, @3 par 


GB ree fle k2— hk" r+ k? 
Sh ea €g > ; ) C2 = ng 
) ; md ‘ 3 ek 
ona 
{ ey — C= k%, C4 eg —— €2— €3= k?, 
(4) ie ~, ry oe 
| e;+ 9+ e3=0 et, si k est réel, €4 > €2 > 3. 


Soient du, 6,U, 2U, 63 Construiles avec €,, €g, €3. 
Comme nous l’avons dit au n° 244, nous définirons sn(u, k), 
en(u, k), dn(u, k), k quelconque, par 


u 
Ts 
4 €3 
u 
= 
or 7 
e—eé 
Cori ! ae , 
u 
o3 
eps 
u 
aay 
€;—e 
Chay == ce 
u 
3 
Ve1— e3 
5 So oe aX: 
formules qui s’écrivent ici (e; —e3;=1), 
(ss 
ex Tu u Toll 
((5)) snu = ——, ee dnu = ——, 
o3u 3 o3u 
ou (CXXIX), 
nee 5 030 Oo 
rs) =— UN ane = 
0'0 03° 
; 8,0 6,0 
(6) Oni = ae, 
0,0 Oa¢ 
030 O50 u 
dna ee Pes. 
| §,0 O3¢~ 204 


Or (CXLIT, 4, CXLI) 


Die a 
(930 )i= =2 (€;— @2) = (72) k?, 


( 

(920) *= (Jane) = Cy, 
( 
\ 


au 


: 20, \? ‘ 2 
Pied Gg Die 


RELATIONS ENTRE Cu, pu, sn, 


donc 


(7) “= VR, 


0,0 = 


f'o = 20, | 
de plus (CXIX, CXVIT) 


K = Q;= V/e,— e3 4, 


ou, puisque Ve, — e3;=—1, 


IX SSD). 
dott 
u 
i 
2W, 
. 3 K’ 
[We A 
Oy Ke 
enfin (7) 
O*+o 
ke= 
050° 
En définitive (6) 
pane 
2K 
1 O00 I 
sn (u, k) — = — 
Vk se Vk 


K 6,0 (/< 
CMU) = set SS ae 
(CXLIX ) ne) (/* 030 k 


fh, a 
dn(u,k)= VK is ay 
— 6,0 
kot 
v 0,0 


cn, dn ET LES FONCTIONS 8. OS 


wK = Ws, 


2V/q (sinre — g@sin3xe 
+ q°sindrye—g'*sin7gnre +...) 
I1— 2q cos2r9 + 29g" cos4re 


—2g° cos6re + 29g! cos87ry —... 


2 V9 (cosry + g2 cos3xy 
+ g® cossxv + gi? cos7Ty +...) 
1— 2q cos2Ty + 2g" cos4ay 


— 2g° cos6m0 + 2918 cos8np—-.. 


I+ 29 cOS2T7” + 2g* cos4rv 
+ 2g% cos6ne + 2g'%cos8ryo+.. 
I— 29 cos2T7v + 2q* cos4ry 


—2q° cos6re + 2q!%cos8ro+.. 


_ 2V¢g + 92+ 98+ g2+...) 


POG) SR DOP Se DOP in. < 


(fe 2 0:0 I—29 + 2g*— 299+... 
~ Oo I1+2¢9+2g%+2g9+... 


CHAPITRE XVII. 


CALCULS NUMERIQUES CONCERNANT LES FONCTIONS 
pu, Cu, Cu, G4uU, Gel, Ozu 


DANS LE CAS DINVARIANTS go, g3 REELS. 


I. — Proposition préliminaire. 
ay a F naa F aay Ww 
Q47. Tutorime. — Si invariant gy est positif, on a—~>1; 
= E LW 
. fs ‘7 We 
St By est négatif, on a ~~ <1. On suppose A>o, done 
i! 
Oh = Co Sg PCCIS: 


En effet, €,, 2, es étant réels et e, > e2 > e3, €y + €2 + €3 = 0, 
23—= 41 e2@3, i en résulte que e, est toujours positif, €; toujours 
négatif et que g; est de signe contraire a celui de ég. 

Cela posé, considérons la fonction snu définie (CX V') par 


Ve1— 3 


shu = ——__——__ , k2 = 


ea oe 
ae 


Cores. 
# 
e1— &3 


es 


ona 


u= ——— —; sino = snu, k= a 
Coma, C4 —— €3 
— 3 sin? 
128) ? 


Sié2, @; ont des valeurs déterminées, eg peut varier de e,>o0 


a @3 <0 en passant par zéro. 


) ts 
Pour @.= ¢,, 


a® 
: nfo Als 
ee sin?» 0 ee 
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pour @€,= 0, ona 


pour C5 = 03, 


dg : 


| ae See a ee 
J,. Vi—k2sin2o P V1— sin?o 


On peut done dire : 
Si é, varie de e, a0, 2 


Kae 
que Kot At 


Sie, varie de 0 4 é3, 93 = 


que K, 5 =Soe 


Or, (CXIX, CXVII) K nest autre que Q, ou 


tK’ nest autre que Q; ou Je,—es wW3; donc : 


. 


ae , Ppt SUD == HAN (OF 
Si 295 est négatif, — — —_ = = —— 


ie aa ee = —— el plus petit que 1; 


bw, 


ei eos W3 y _ 
Si gs est positif, Jo, ots semblablement, plus grand que 1. 


215 


22 4e, eves est négatif, K est plus grand 


4e,é,e, est positif, K’ est plus grand 
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II. — (oye ee) réels, A Pn), e325 O, C2< 0. 


Q48. Tableau des formules a employer pour les calculs 


NUMELLGUES ¢ 


Teter : 
w= — période réelle, 
D, 


ws; = — période purement imaginaire ; 
2 
Ws 
(1) c= —) Gi == es 
Wy 
| i I U oes ies I 
\ < = — Log nat. ( — } = — < 2,30259 Logi) —> 
(2) e Z - qd 
] loging = 0,43429 X TIT, 
2 = BOG Te B 6 o3g12 4 
| (3) ip es = ee Sad ISR AE eRe ———, 
(CL) 1D, Te HI IO PGP ar a 
| UT 
(4) 41%3— 4301=—> 
2 
3 204 1 ———<————— “ q 
(9) ass V/er— @ =1~ 2g +29'—29g9+..., 
Te 
. 2W, j= ' , 9 
(6) Cf C3 i ts 21 reels 
wis 
. 2 Wy) A ree he Sar S 
(7) = Veo—ee=—2Vg(i+ g?+ ge+ qi2+...), 
de 


. /{o1\3 j= ao Ber : 
(8) / | VA = Vq(i 3g7-+- 5q® Figs? ties) 
Remarques concernant ces formules : 


Formule (1). — On a n° 221 (32) 


F , I 
Gee Us, mit = Log nat. g, — tit = Log nat. —» 
I I v I 
7 =— — Log nat. — = — X 2,30259 Logi) —- 
Tl ; G uo ; f qY 


Wate (2); a Che n° 994 (3! a 
Formule (3). — Cf. (CXXIX, CXXX) 


al » 
Tn GHeke) I Gee a, 
POND a Na a recaee a aar ar ena ReRaE Te PaO 
12) Oro > 4 9 
an(g*—3q*+...) 
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Formule (4). — Cf. n° 220 (1). 
Formules (5), (6), (7). — Cf. (CXLIT, CXXX) : 


te gl Leet 
8 2 y 2 1 9 25 
8/— 28° 92 72 1 2 ) 
VA= ics an(q! 39 og 
DD Cy © 2.2 W412 
3 
2 1 
agg) eB gent) 
w? 


On a aussi 


3 a 
(a) VA= (=) x00= V/s Q’o. 


W| 


On se rappellera (CXXV-CXXVHT) que 


(9) Oo =2 Vq( sinte —g? sin3re + q6 sindxv — g'2 sin7ze +...), 
(CL?) (10) 0,°= 2V/q(cosne + g? cos3 Ty + g® cossxv + q!2 cos7TH +...), 


(11) 0.e¢=1-+2g cosaTe + 2g* cosqre + 2qg° cos6re + 2g15 cos8TH +..., 


(12) 030 =1— 2g cos2atyv + 2g" cos4rv — 2q° cos67v + 2g1% cos8rH —.... 


On a encore 


/ (13) U = 201°, 


O) 8 ; 2 
(14) (/2! Va OU = Ee? Ov, 


p 20) i ——— a : 
(15) €2— €3 0 ,U = e2%1.%."" 9, 9, 
(CL) Tt 


; 204 4 j——— be F 
(16) = V/ 61 — 63 Salt = €7%1" 9, 0, 
T 


(17) er Ve — €,503uU = e241017 fs Vv. ? 


218 QUATRIEME PARTIE. — CHAPITRE XVIII. 


En effet : 


Formule (14). — Ona (CXXIX) 


é : Oy 
CU == oy er F202" Oe 
or 
= 1 I — if 
8 I Pity 
A= — —040 — = — —| =, 
cay va 2W4 Wy : No 2,04 Wy 8 IN: 
done 
ae al 5 
Sti — —— 07141" Ay, 
on VAN 
Formule (15). — On a (CXXX) 
» 91° 
Oy ee (IL Ne etey 
10 


avec, comme on l’a vu a propos de la formule (7), 


I TT ‘ 


2 
8,0 201 \/e,—e3 


donc 


Gite e211 Oars i ae 
et de méme pour (16), (17). 


En dernier lieu (CX XXVIII, CXXXIX, CXXX): 


. I > §'¢) 
(18) cu = (inwie+ 5), 


(CL*) 0» 


(io) Mace Vq (cose — 3g? cos3n9-+ 5qg® cosine —7q!2cos7zH-+...)5 
| 1 \2/0'0.0,¢\2 
(20) pu=a+(—) Goa) ? 
Mie I y(eey 
2 20,/ \ 050.60 / ” 
. lp Bh Hs rai 9'0.03 9 a: 
(CL>) ‘ 24 830.09 


(O38) 'o = on V/g(i— 3q2+ 5g®— 7q2+...), 
(24) Mo=2 Va(i+ g?+ g&+ g?+...), 
(25) Vg0=1-++- 2g + 2g'+ 2qg94+ agie+, 
(26) 030 = 1— 2g + 2g'— 2g94+ 2q'6 — 


Nw 
Ree 
oS 

= 

I 
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3 


i 9 Te noe 
Dans le cas présent (9,0), g=e7 =e ™ est au plus 
, ‘ —. x ! \ ‘ I , bn: 
égal a e-™ (n° 247), c’est-a-dire & 0,0432139 < may les séries 
. ei 29 


employées convergent donc avec une trés grande rapidité. 


Ill $5, 6a reels, So, 3 Oyen > 0. 


249. L’invariant gy étant négatif, c’est-a-dire (n° 247) e, étant 
positif, ona 
W3 


———— 
tw, 
64 — TW; —_ 
oa) — > 1 —n << — —I 
(3 3 


\V/ 


nous désignerons la demi-période réelle par w, et la demi-période 


purement imaginaire par w;—7w,; dans cette hypothése, 


— tw, — tw, on 
ES eee (SS Se 
Ws tw, 5 
et si nous posons 
Wy — Wy Wy 
ye CS 7 Caan 
Ws t's ws 
. ’ Wy, ke . - 
la partie réelle — de 7, sera positive, comme il est convenu 
Ww. 
3 
(n° 220). 
Prenant 
——— 18), : Ws 
i Ay au lieu de T= —: 
W3 Wy 


1° Nous échangerons , et w3, puis nous changerons le signe 
de w,, ce qui revient 4 changer w, en w, el w3 en — ,; 


9° Ws _@ 


1 
oe . Ct— F a se) 1 
Of (OIE SE 4 devient GC eC Os 
GH 
Uu : u 
3° (0) es devient C= : 
2,0 4 2W3 


En résumé, on a ici 


u | 


(CXXIV Ee 
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Z ; ; 
950. 1° Que deviennent e;, C2, 3? 
ey po, devient pws; Ou és, 


€p=PWy=p(—w,;—w3)  devient  p(—3-+1) = p(— 2) = po2= éa, 


€3= Ps devient 0(— 01) = Pwo ou 4. 
2° Que deviennent H,, A2, 13? 


q= Cw, devient tine N13, 
qa n’est pas modifié puisque ez ne lest pas, 
43 = Cos devient C(— 0) =— Fo, = — 1. 


) 1, devient 733. 


V2 Heal & 
4° Enfin, 


Ut 
8 NS Oe 
devient 
, it 
A3(— 1) — (— 1) 3 = 9103 — 430) = ae 
Ainsi 
é, devient e3, y, devient 73, 
€2 reste €g, No reste ‘7p, 
é; devient e,, q3 devient — 7, 


1) devient 33, 


Ut : - 
41%3— q301 = — est inchangé. 


251. Nouvelles expressions de e, — 2, €; — €3, €2— €3, A. — 
a premiére formule (CXLIL) 


a Ve od 
a1—e= (=) [93(0, g)]* 


s’écrit, en tenant compte de (CXXIV)’ et des résultats qu’on 
vient d’obtenir, 


€3 — €9 = ( = J [oso, qi)|*: 


203 


la deuxieéme devient 


€3—e1= (=) 0200, q)I', 


et la troisieme 


€g—&= (=) [91(0, q1)I*, 
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ou bien 
ut \2_ , 
(CG (ay (=) [91 (0, g1)] ’ 
6 , ee pe Ne ; ¥ 
(CXLIL ) €4 — €3 — (=) | 9.(0, g1)| o) 


ee = (2) [8300.1 


Transformons maintenant la formule (CXLVII*?), a savoir 


7 5 On 
A = 16(e; — €2)? (e;— e3) (€2— €3)? = Bae 5 [0 (0, g)]°; 
il viendra (CXXIV)! 
6x" , : 
16(93 — €2)? (€3— €1) (€2—&1 2? = conn (0, a1) I$ 
ou 
. 3 2 2 6 xt E 5 
16(e1— e2)*(e1— @3)*(ee— €3)*(— 1)P= A  [W(0, 1) 
: 6 
(CXLVII?2) (—1)?A = == an lé ‘(0, qi)\§ ’ 
ViVa AN == st/ Eo (0, 71), 
(6b) by A = sas (/ EO qi) 
3 


252. Transformation des formules (CXXIX) [ Cf. formules 
(LXXXVI)] : 


1° La formule 


0(°. q) 
SuU=<d(4, Wy, Wg) = 2e0y EMM UAE 
(0, 9) 
devient [n° 249 (CXXIV)'| 
,9(%1, g 
oF (U, W3, — Wy) = 23 E2101" ( 11 71) 
iv (0, qi) 
ou 
2 OK O45 Gg 
FU = GF (U, Wy, Wz) = 2003 E2Mss"i 11 91) 


0'(o, Gi 


puisque cu est définie par les deux périodes 204, 2W3 ou, ce qui 
revient au méme, par — 20,, 203, —2w, étant période tout 
comme 20). 
2° La formule 
o(uU+ 04) oy 197) . 


a a 
GW, 84 (0, qd) 
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devient 
equ O( ku oe 3 ) = e2NsWart M1(P1, G1) 
4 TW, 0; Cae q1) 
ou 
3 UL = C2997 8i(1. gi) 


8;(0, 41) 
3° La formule 


Oo U = — ent cult) Ue) = — el—4r—Ns) OA ag Oe), ie See = 6241010? O2(%, g) q) 
= ST Ws o(— (1— Ws) §2(0, g) 
devient 
es SS sage COE ORS OF) = e200} Bo(%1, 91), 
: F(—W3-+ 1) 6(0, 94)” 
or (XQ), 


O(U + W3— 01) = o(uU — W034 IHD) o(u ++ We 2.03) 
= — C24 (U+Wst+ Ws) (yy 2) 
= — €2%3(U+03) oy WM, Gott ena 


== — el2NstNelU— 293s G Wy Go UU, 
Mot 
F(— w3 + W,) =— F(W3— w,) = e231 FT Ws, 


et (c) devient 


— E Ast) 1)u — el2%gt+2)u—27H,W 
est) e'24stNeo "3 10 Cou bes e2Natdae? 82( 4, q1) 


e201 6 Wo §2(0, On Ne 


NO Baler, gr) 


Sott = < 
92(0, 1) 
e Setaene, o(u + w3) Saag. 93(%, g) 
TWw3 03(0, q) 
devient 
enue o(u — w4) SS Se Sy } =o1U 
o(— w,) Fw, 


— e2MsWyv? O.(¢1. 91) 


93 (0, q1) 


Nous avons done 


2 9 (%). qi) 
0’ (0, 71) 
E21sMsrt 93(%1, an i 
(CXXIXy Conga, 


Cait OR BoP, 91) 
Q» ( oO, Gq ) 


2 O)' %). 
Cisitli== E2M3MsP7 LOG) 


91 (0, Gi) 


TF UW = 23 E2Nssv 
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953. Il est facile maintenant d’établir les formules nécessaires. 


1° Transformation des formules (5, 6, 7). — On a, en 


transformant (5) (n° 249), (GX XIV)’ (n° 250), 
7203 
V= 
ou 


et de méme pour (6), (7). 
2° Formule (8). — Ona trouvé (6) 


Lame Bare k 
Vé3— @ =1— 291+ 2g¢—... 


iVa = ——(/ (0, 91); 


2,03 


donc (CXXX) 
va= coe = 6'(6, qi) 


23 W3 


F ropes 1 9 25 
=e (Ags ee Nh: tel 
Si See ES Qi 891 94 eee 


2W3 W3 
Ss, 
EY iH seen 
3° Formules (14), (17). — Ona (CXXIX)! 

CU = 2s e2N sa? I CD) 3 

0" ) 0 (0, q1) 
Oo. 27 2 5 

FY fu = M227 
a SU = 6 3°91 0( 04, Gi), 

ce qui peut s’écrire (b) 
iVA 23 su = e24sMsr7 0(61, 91), 


ig 
Ws 8 Seton 
(/ FYE = — i erm (64, qi): 
it 


On a aussi, en transformant (15), 


PALER DY pe f 2 
— Ven — Cy yu = CPM22¥7 04 (01, G1), 
T 


{ 2W3 & ly 
\ —— V—1 Ves — €) 63U = 
tv 
203 & porter ny 
\/ : V4 — C2 01 U = C7M8 ai 04 (04, G1), 
ans 


et l’on transformera semblablement (16), (17). 
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254. Il résulte de ce qui vient détre dit que les formules a 


employer seront 


(CLI) 


Teac’ ; I 
w,= — période réelle, 03 = = 
2 2 
W4 i 
T= — —» Di One 
Ws 
is & ND ry eal er Log : { 
Fi a O02 OOS Toy 41081071 = 0, 
w qi ‘ 
m 1— 33g?+ 53qg§—73qi?+... 
NR re game ate 
, Gia M71 Tied a) aa 
Lie 
3 O3-— ew, =— Se 


2W3 Sa ee 2 6 12 
4— Oo 2 gia Oi BY y —o, 


UT 
2W3 4 ; 9 
et Vy — 63 = 1+ 294 + 294 = 2975 
203 ———<—<——S 

\/2 V/é2— €3 = I— 2q1 + 294292 
LT 


période purement imaginaire ; 


29 >< TET; 


W3\? 8 hb fs ears Ze 
/ (#) ‘h = Vali—3qi+ 59% 


x) (1, qQ)= 4 ‘gil(e Ge Tiv,)_@ ? (e8Tiv, _e@—3T) +g F(eSTi¥; _e—5TIY;)] — 
NC A Vail(e Tie, + e— Bits) +g ?(esTivi+e8Firs) +g §(edTiv:—e—STIM)] +, 
69(61, 91) =I +N (E27 +-e—2Ti) 1g t (E4TY, 4+ e—4TiMy) 4 GF (E6TIM, + e—6TIY;) aes 


03(1, q1)=I—N1 (E2714 e271) +g t(E%Tir1 + E—4TIh,) G9 (eSRIh, + e—6Ti;) BS a 


23 h/ 


pee = 2 P . 
= V @2— €3 01U = eM22"1 O3( 61, Gi), 


tt 


| [203 == + 2 
grey Ad aE Ne Hoa ess" Oo( 01, G1), 


UO peceerrmeeg a 9} 2 
\/ mae VY €1— €2903U = E7233" 0, (94, Gas 
c 1 () 
cu = | fnoaert pee 
203 8 (61, 91) 


? 


0'(61,91) = Van [(e™"1-+-e-Tir1) _3.q} (E81 E- 3701) 4 5g 8 (edTiM + e—5TM)|— |, 


] 
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et 
ee 
(47) puset() | ee 
cuy| puree (SE) [PA aetna, 


(49) 9'(0, g1) = 27 V/q1(1— 397+ 59g§—791? +...) 
(50) (0, 91) = 2V/qi(t+ g?+ 9+ gi?+...), 
(51) Q.(0, 91) = 1 +2qitagp+r2g?+2glo+. 
(52) 93(0, 91) = 1 +29, +2q{—29g)2+2qg/%—.... 
= 5 
Ici, comme pour les formules (CL), g=e ® est au plus égal 
ase" (n° 247), c’est-a-dire a 0,0432139 < = et les séries em- 


ployées convergent encore avec une trés grande rapidité. 


IV. — 22, g3 réels, A<o. 


255. 2, étant la période réellc de pu, 2w/ étant la période 
urement imaginaire, nous avions pris comme périodes fondamen- 
) p 


tales (n° 106) 


201 = 20, 2W.=— 0, + w,, 203 = -— w/, — w}. 


Nous prendrons pour définir 7: 
Sott w, et — w3, dot 


=. I wo) +4 og 
W] 2 Ww, 2 0 
4 8 004 
Te F255 Oh 
a= eh = 2 Eee 
ane Ral 
si Von pose ici 
4 
vc’ = eae qd = ett 
Wy ; 
ona 
Tre le 
Petar 


solt wi et Ws, d’ou 


DE M. 15 
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el, en posant 


il viendra 


256. On notera que 
83 = 4e102€3= 4ey(a+ bi)(a—bi) = he,(a*+ 


a le signe de la racine réelle e 


PREMIER MODE DE REPRESENTATION : €; > 0, £3 > 0. 


257. En procédant comme il a été fait au n° 248 ('), en se rap- 
pelant que e, est réel, que ey, e3; sont imaginaires conjuguées, 
avec é, = a-+ bi, es =a — bi, b> 0; on aura 


i tere ; See 
w, = — période réelle, w = — période purement imaginaire = w.— 3, 
2 2 
oy = 
1 A = — 
1 Sa) ee g' = ent =the Ge EP ag 5 
4 - 
EST ah Log I cas l ewe tay 59 Loe 
' <’ = — Log nat. ( | — 2,302 59 Logiy —» 
(54) c 
Logio g’ = 0,434 29 < TIT’, 
ae Tm? 1+ 33g'— 53g'3— 73q'l6—... 
(OD )ee 7a to Ta aL Se 
12 1+3 g’—5 qe—z g'6+... 
A ut 
(56) q)o,— 41.0), = — 
\ f 1 AeA ee ? 
(CLIP) 2 


67) (/ 22 eam eat = 2 VE g'— gt gt . ms 
(58) (/ 22 Vernet Yemen) = 1 tag’ ag't gba 


(59) (/ 22 Yam Ver — es) =2V/q'(I-+g"+-92+¢9'244...), 


» 3 
(60) (/ (=) V—A=Vq'(1+ 3q'—59'*—7q'+...) 


') On peut aussi prendre la question a un point de vue plus général. Cf. Hat- 
ruin, Trailé des fonctions elliptiques, t. I, p. 260. 
Pour Halphen, la racine réelle est e,. 


, 
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NI 


iw 


(62) e * Oo, 92) = 2V/q2(cosny + 932 cos3 xe + g§ cossne +g}? COs7TP +...), 


(63) ~ [02(0, g2) + 93(¥, @2)] =I +2q$ cos4rv + 293° cos8ro+..., 


(64) iano, qr) —93(%, J2)] = 2tg2(cosate + g§+...); 


2 


3 a 08 (°,92) = 2 \/ gal sinny — g3 sin3ne + q§ sinSre — qi? sin7Tv +...), 


| (65) U= 2049, 


aoe ‘7 
(66) (/2: V— Agu = ee 8 O(9, go), 


2.04 4/;— = i : 
cua | 09 V/ BV em eaesu = ern Ce, a2) 


(68) (/ 22 Ud es OPIS 04) 


a 


204 4js— z és 
(69) (/ 22 C4 — C2 Tz = C7111 O3(H, Ga); 
(15 


0’ 
| (7 cu= [ame + |, 
CLUS) pai , q2) 
Tv 
| Paty OU (Ong. a 6° Vqx(cosre —3q3 cos3np—+5q8 cosdxv —7 gq}? cos7Te-+-...); 
r Pie ete I \2[ 0'(0, go) 910%, Ge) |? 
ay Aad xc qa) OC) qa) J” 
: iy t \2[ 6'(0, go) G2a(%, ge) |? 
(73) pu=ey+ (=) | acca’ qa) 0(, 92). ’ 
ae ms 1 \? [ 8'(o, ¢2) O3s(%, ge) 1]? 
74) on? (aa) fees qz) 9(%, qa)’ 


‘OLILS Nees 
} (75) 9"(0, gz) = ate ® Vqa(1— 393+ 598—7q}?+...), 


itv 
(76) %(0, g2)=2 €8 Vaxltt git G+ qi?+...), 
(77) =[92(0, g2) + 93(0, g2)] =1-+ 295+ 2g}6+..., 
(78) =[92(0, 92) —95 (0, g2)] = 2¢go(1-+ g§+...): 


On a formé en (58, 59, 63, 64, 77, 78) des combinaisons 


réelles. 
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Ici, ol €g > 0, ona 


Gna e: oF ou J2< 0,207 8796. 


DEUXIEME MODE DE REPRESENTATION : @; <0, £3<0. 
258. On procédera ici comme aux n° 249-253; on verra 
que @g, €; du n° 257 sont respectivement changés en @;, é2, tandis 


que e, n’est pas modifié, et l'on aura 


I ” I ft 4 Beh ai 
ay = = période réelle, a= = période purement imaginaire = 02 — 03, 
it 1 it 
= t 4 I! gr ape eee re 8 
(79) sacar Ti Jee 5 Up UNV Ge Gtee Vee 
ae ut ink 
ee 
iE ay ‘ 
Log nat (=) 2.3025 39 Loge 
5 ai 10 
(80) q’ >) iS q 
eee 
Logiog” = 0,434 29 X 

ty ah oe eg eg ee 

C FR - - - 
Li: Peseta (one g’—5 q’3 a9 ge 
} ns 2 

p > ut 
(CLIT) ¢ (gs) 7) ®1— qo), = —> 
2a 
(83 a u A 
(83) {/ 22 ema F 0-9 —g73+q'+...), 


en, 2 20), WE oA " = 
(04) ee i ye ei +V/ (e3—€1) = 1-+29 “-2qg 2g +e. 


han I 20" A 4 ay. 
(85) / —*(\/e.—e,— €3—€1) =2/q"(1+g"-+g"!2-+-g"4-+...), 


So ete 
(87) de (v.95) = V/gal(e™—e-*")-+-g/2(e8t#"_e-amv')__g!6 (osm _¢- 470") 
ee g 
—=-T!l 
(gs dient ; | eee SF , rat 19/5: at , , or | 
(CLITA) (88) « 49406 75) = \ q>((er +e To") qs (e8T' +e 3Te \—q'8 (esr nee Bmp!) 
; i ; 
(89) a [92(, go) + 93(%, 95) ] = It ghh(estr’ + e-4TH!) 4 q's! §(e8Tv’ 4. e-8T") - 


I A s / , , 
a [82(¢, 95) — 93(%, go) ] = t [gy (e2™" + e270’) 4 g/9(esTe' + e~oT0") - 
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et 
{| (91) (N,N OY (OH 
= ee 
(92) Ve Adu=—ermiMirete §% O(o', g',), 
L T 


20 SERS ST Qulleciaiian oe oR r, I 
‘LII’) (93) (/ ~ Wi(es+ €2) 04 us ernie? e § Oi(¢ Es 


4 
; 204 4 Ff 1 of 
(94) Y C3 — C1 Fn U = C?M191"" O3( 0, 72)» 


2 = 


(95) Ve2—C103u = = erie? Oe(9', 94); 


ee al 0'(e', 2) 
(96) Serer [ani oe seeds], 


‘LIII*) nen 
—=- TL op 
(97) =e 8 66, q5)=7y/q5[ (EF +e-Fe’) + 3q/2 (e3% 4’ + e-3T +) 5 gi 6 (EST 1 em 5TH"), 
oR ceay=" Ua Memare AD (Cen A.| 
Speer ( —— |) | ee 
(98) P ‘ Ga Tears 006, ga)” 
me 9'(0, go) 92(9', 95) 
(99) pu=eg+ (4) [ bacs: In) 01% EI, 
O'(0, 975) 93(¥', 9s sik 
100) pu= e+ 
ae a ee uv) ine gq) 9(', go) 
LILI) 


(101) 8'(0, aus EME (1 4. 3g — 5qf—...), 
Spt te 
(102) (0,9,)=2¢6 Vq2,(i—qe— q+...) 


(103) = [02(0, Fo) + 93(0, g5)| H=I1t+2g¢-+2ago+..., 
I : » ; ; 
| (104) >[92(0, 72) + 93(0, G2)] =24(G2 + 99 +...) 


Ici, ob €, <2 0, on a 
Geaae ou Gig = 0207187910 see 


V. — Etude de quelques problémes. 


259. Si lon donne w,, 3, il n'y a aucune difficulté pour cal- 
culer les quantités dont il est question dans les formules de ce 


Chapitre. 
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1° 20, est récl, 2; purement imaginaire. On a ici (n° 247) 


pas te aa, ae Seyh eee I 
2 > — g LSS = §3— — I. 
Gee ae LW4 zk poe ‘Hap ee? oF LW 
2° 20, est réel, 2wW, est de la forme — w+ (32. Dans ce cas, 
MM 
, Ww 
Ww = Bs, — —; 
Wy 
mi 


sey CN a re Re a 
quem, gee ", -qa=tVq, |) ge Va» 


i 


via 


on se servira des formules du n° 257 si ga<ce *, des formules 


19 TT 


2 


du n° 258 si g2>>e 7, ce qui équivauta g,<e 


260. Sion donne gz, g3, on calculera e,, e2, e€3; en résolvant 
Péquation 
Li — £50 — £3 —= 0 
(€, > e2 > eé3 si les trois racines sont réelles; e, réel et e2=a — bt, 
e3=a— bi, b>osiune seule racine est réelle, comme au n° 110) 
et l’on saura dés lors dans lequel des quatre cas indiqués on se 
trouve. 


961. Le calcul de q donne lieu a diverses remarques. 


Premier cas. — Les équations (5), (6) donnent 
eae I— 29g +2g*—2q9+... 
Ce 


ou a@ est connu, ce qu’on peut écrire 


LT I—a I+ag'+... We GPSS oc ; ee 
- = ; = q(1—2¢g*+5¢g8—...). 
2 aia OP OPPS 5 Kee Mote erry nets 


Le coefficient de ¢g est trés voisin de 1, puisque g << 0,043; en le 
négligeant, on commet une erreur de l’ordre de 2q*, done infé- 
rieure 4 2.0,0434= 0,000006...; cela revient a écrire 


[ 
Cody A a hr ; 


on poussera plus loin Papproximation en calculant q par la nou- 
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velle relation 


eae ( y 
= = ¢(1—2q+), 
l= a e La 
Deuxiéme cas. — Ona (32, 33) 
Vex—€3 _ 1— 29, + 2g — 2934... 


k € 1 ? 
Ape aies I+ 2g; +2g¢+2qg{+... 


et le calcul, ainsi que approximation, sont identiques. 


Troistéme cas. — Les équations (57, 60) donnent 
V(és—@2)i ig’ — ga g's... 
Ve) hee ok ge gee : 


ot le premier membre peut s’écrire 


Vea en) t I 


V2 VEEIOl ey 09) Oe es eg 2 a V2 V16(e;— é2)?(e;— es)? - 


1 
= ; z a= Ss ESI 4 
2 \/(e;— €5)(e,— e3) V(ey,— aye B? 


a, étant connu. On a donc 


i— g/— geag's... 
I+3g'—5q8—7Fq'*'... 


aA, = 


On peut écrire 


I— @ ,'— g82@—oag2-+... : a a ‘ 
——— = ii (I gt gt hg ft... 
1+ 3a, 1—2g%—q?2-+... ae ays 1 d ) 
1— a [— a " 2 a 
a ae ae SS Gay (I+ 92, +294 F495 
GREETS 5 Fag TAO Te a aT 
I— Q@ 


—_— = ga, (1+ 97,+29),.+ 498.) 
aap et ed are aa ATE 


d’ordinaire, on peut prendre pour q’ la valeur approchée q 


as° 


Quatriéme cas. — On procéde semblablement. 


A x . w® 
262. On connait donc actuellement e,, és, 3, g, c est-a-dire : 
vil 


Les relations (5, 33, 58, 84) permettront de calculer wy» et on 


CHAPITRE XIX. 


CALCULS CONCERNANT LES FONCTIONS ELLIPTIQUES 
DANS LE CAS D’INVARIANTS 2, $s IMAGINAIRES. 


I. — Périodes primitives. Périodes de module minimum. 
263. Périodes primitives. — Soient 
204 = a+ ByZ, 2.003 = Ag+ Bst 


les deux périodes d’une fonction pu. On appelle période primitive 
une période 20, 

2.0), = 2M, 4 + 233 = 2( 7124 -++ M343) + 2( my Bi + M3 G3 )z, 
ow 7m,, mm, sont deux enliers premiers entre eux, 


Déterminons deux nouveaux entiers premiers entre eux 7,, 73 
satisfaisant a la relation 


(1) M1 N3— M3ny=E1; 
on peut associer la période primitive 
205 = 221+ 22303 


s I 


; ee : oe 
a2, et définir pu, Gu, ... par 2, 20, aussi bien que par 20, 
2s. 


L’aire du parallélogramme construit sur 2,, 25 est 


| & 83 — &3 By |; 


laire du parallélogramme construit sur 2,, 2; lui est identique, 
car (1) 


| (myo M3 %3) (21 4 + 3 B;) — (yt Ng xz) (ry By m3 Bs ) | 


= | (my, 73 — 24 123) (4 B3— a3 81) | = | a4 G3— a3 By |. 
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264. Périodes de module minimum. — Aux périodes 20, 
203 associons une période 2, définie par 


2W1+ 2We+ 2W3=— 0. 


Soit AB = 2w,, AC = 202, BO = 20) (fig. 21). 

Supposons que ABC ait un angle obtus, B par exemple. Com- 
plétons le parallélogramme ABCD et menons la diagonale BD; 
ABD, de méme aire que ABC, sera un nouveau triangle de périodes 
primitives, de périmétre moindre que ABC. 


Fig. 21 Fig. 22 
P 
2p 225 
Nee estes 
aks y 22, +N 
\ i. 
‘ Ft 
“22,  _ f-#Re 
\ me 
or 
Vv 
o 


Si ABD a un angle obtus, on en déduira un nouveau triangle de 
périmétre moindre, et ainsi de suite. On ne peut prolonger indé- 
finiment cette suite d’opérations, car les sommets du réseau formé 
par les périodes étant isolés, il n’en existe qu’un nombre limité 
dans un cercle de rayon donné décrit de A comme centre. I n’existe 
donc qu'un nombre limité de périodes de module moindre que le 
périmétre ABC et a fortiori un nombre limité de triangles de 
périmétre moindre que ABC, 

On arrivera donc nécessairement a un triangle MNP sans angle 
obtus (fig.22). Un semblable triangle s’appelle triangle prin- 
cipal; ses cotés 


MN = 2Q,, PANN a= (Oh, NPI) 0. 


sont les périodes principales. 
Le triangle M N’P’ symétrique de MNP par rapport a l’un quel- 
$ My q I PP “| 
conque de ses sommets M, et qui a pour cétés 


—20,, —2%, — 2Q3 


est encore un triangle principal. 
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265. Si MNP n’est pas rectangle, il n’existe pas d’autre triangle 
principal ayant M pour sommet. Nous allons voir, en effet, que les 
périodes + 29,, + 2Q,, + 2Q, sont parmi les périodes primi- 
tives, celles dont le module est minimum, ce qui les cavactérise 
completement; et MNP, MN’P’ sont les seuls triangles de sommet M 
qu’on puisse construire avec ces six périodes. 

En effet supposons | 29, |S|2,|, |22,]S|2Q;|. Les angles 
en M et N étant aigus et au moins égaux a l’angle en P, seront au 


TT 


‘ 


et, si PH est la hauteur du triangle, 


moins égaux a F 


Rp 
4 


PH = |]22,|sinN = | 2Q;3|sinM, 


f ; ~ | 2Q, | . | 2Qs | 

sera au moins égale & —— et a —— 
V2 2 

Cela posé, construisons (fig. 23) le résean de parallélogrammes 


quia pour sommets les points M + 2,2,-+ 27393. 


Se ee 


Q \ R : Ne 


Les modules des diverses périodes seront représentés par les 
distance de M aux sommets du réseau. 

Or, parmi les sommets situés sur MN, deux seulement, N et N’, 
correspondent a des périodes primitives 2Q,, — 2Q,. Quant aux 
sommets situés sur PQ), la perpendiculaire abaissée de M sur cette 
droite ayant son pied entre P et Q, ces deux points seront ceux qui 
donnent les périodes de module minimum 


MP =29,, MQ=——92Q,; 
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les sommets situés sur P/Q! donneront de nouvelles périodes, 
parmi lesquelles celles de module minimum seronut 


MP’ =— 9)0;, NOE 2Q2. 


Dans le cas ot MNP est rectangle, en N par exemple, MQ étant 
perpendiculaire a PQ, la période 


MB = 20, — 29, 


et son opposée MR’ ont méme module que MP, de sorte qu’on a _ 
deux nouveaux triangles principaux MOR, MQ’R’. 


266. Soit les 


204 = 4+ By E, 203 == Ag+ Ost, 
SEN 
dot 
te 5: 2 7 \ Q 
ees Ast B3t  (4;+ B3z) (a,— 8,2) 41 %2-+ By Go ; 4,83— a3 fr . 
= i = — oe = T = 
Wy, y+ Biz ai= BF | 2.04 |? | 20 |? 3 


si nous remplacons 2,, 2, par deux périodes primitives 
associées 


w 


> = 27240, + 27233, 


o~ Ww 


w 
Ws = 24H, + 2NgWs, My M3— M3, == 2, 


Ww 


a, 83;—a3;8, n’est pas modifié (n° 263); le coefficient de ¢ sera 
done : 1° positzf si l'on prend convenablement les signes de @,, 9, 
(ou de a3, 83), la période 2, (ou 23) pouvant étre remplacée 
par — 2, (ou — 2) : on doit avoir %, 8;— 439, > 0; 2° maxi- 
mum si 2.0, est une période de module minimum. 

Dans ce dernier cas (fig. 22), ot l’on a supposé, pour fixer les 
idées, que MN est le plus petit cété du triangle principal MNP, 

Oo 
ona 
a,83—a38, 2aire MNP MN Pils PH. CRN T 


SSE ER a ae a ee SS ge ee inN>si Et 
J20, [2 [20,2 MN? MN = MNO Ss 


II. — Calculs relatifs aux fonctions elliptiques 
définies par leurs périodes, s: et g; étant imaginaires. 


267. CHorx vEs piniopes. — Le réseau des périodes étant donné, 
nous y choisirons a volonté un couple de périodes primitives 
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[or] 


23 


20;—= %+ Bil, 2W3= 43 + Byz telles que le rapport 


G)3 Ay Ay + By Bo + a4 p3— 4&3 ae 
a 4 — | 204 2 | 204 |? 


ail sa partie imaginaire positive (n° 220); ilimporte, pour rendre 
aussi grande que possible la convergence des séries en g” ou (e™*)” 


que 


A PoP [204 [7 


Pa Bu— Oa B, ope: Oat By Be | 
é 


Igi= ler] = 
Hs = La By 
| 2,4 |? 


=—€é 
soit aussi petit que possible; #,%;—4,(, étant indépendant du 
choix des périodes (n° 263), il faudra choisir pour 2, la période 


de module minimum. 
On aura dans ce cas (n° 266) 


a, B Go f : 
13 ; set ein ¥ 
| 2, |? ) 
dot 
Lys I 
mh Vous 
Lgtse Soe @) 


On pourra choisir pour 20; la seconde période du triangle 
principal. Si celui-ci est rectangle, on trouvera pour g une valeur 


: a : ; I : 
réelle et positive, au plus égale a e7* —- On démontre que 
Pp ? Pp ro) = 93 q ) 


dans ce cas, les trois points @,, ey, @; sont en ligne droite. 


268. Calcul de ny, 42, 73, ©. — On connait ,, 3, g. Ona 
(CXXIX, CXXX, n° 290) 
ae 9 
0” 0 I ee 33.g* 4. ) 
WRU eS eo eee SS 1 9 , 
12 Oo fi) ( +t 9 + 
NTE Jigme) a eRe) 
TS GA Dg k= sigie ta. we 
QN10O,= — FSS eR Sl Oe 
D2E D9 SO a. Gaal aie 
iT 
OA an 8 Ie 2 W1+ Wo + W3= 0, Nii 7) s)=1-}3 10; 


relations qui résolvent la question. 


(*) On donne ordinairement . comme limite supérieure de | qg|. M. de la Vallée 


Wm, 

ak ee: , 

Poussin a remarqué que cette limite est, en réalité, =, car 
15 


I I oy 9 eae I = 
—— == TVs X< 0,43420, dou —— = 19,19. 
lg] 2 ig\ 


Log, 
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269. Calcul de e,, és, é3, £0, £3, A, J. — On a ({CXXX) 


NI 


0:0 =2V/9(1+ g2+ 9'+...), 
Mo=1+2(¢+gt'+ q+ q't+...), 
030 =1+2(—g+q'— qg?+ q'6—...), 
| Vo=anVqi—3q2+ dqo—...), 


(GLIV!) 


puis (CXLIV) 
ee (=) (010)'+ (020), 


w 
a € 


(CLIV?) 2 ) [(0,0)*— (030)*], 


( 
| é3= (se) [— (820)*— (01 0)*], 


644 €g+ €3=— 0; 


on aura ensuite (n° 241, 242, 243, 244) 


f= — 4(€,@y9+ 6103+ €203) = $ (=) [(0,0)8+ (0,0)9+ (930)8], 
B a \& ; ; oe el , 
3 = 4 €16263= = (; = ) [(93.0)*+ (020)*][ (0; 0)*— (03.0)*][—(020)'—(0; 0)#], 
(CLIV3) Rae taal ; 
9 2 ary 107 t 
A = 16(é€,— @2)? (€; — €3 )? (€2— €3)2? = One (0'0)8, 
1a 82 — * [910)*+ (020)8+ (030))? 
Ne eo (9'0)8 z 
enfin (CXXIV 4 CXXVIIL, CX XIX) 
0% =—iVq [ (ene — e-my ) Sa gq? (eerie — e-3Tte ) sie g®(eorty — e-5Te ) ae alls 
(Cl Iv) ie= Vid [ (em? + e7mte) gq? (e3tty — e—3Tty ) ae gq’ (eerie — e5Tte ) shes: alle 
0.9 = I+¢ (e27e ste e727) q* (ebnty + e—*miv ) ste, gq? (eoTe + e—6tlv y+ ehaw 
f 039 = 1—q (e270 + e723 miv) q* (envy + e—*Tie ) = gq? (ebro CHU) Se : 
Ue = Zoe, 
G Ub = 2.04 E279101? , 


oO 


6,0 
P Oy UU = C710 50? —_ 
(CLIVS) Pay: Wer iy 


Q5 Vv 


T_ = ErM11"* —_, 
O20 


; 4 Q), v 
o3u = ern 30 
\ 130 


238 QUATRIEME PARTIE. — CHAPITRE XIX. — CALCULS NUMERIQUES. 


en(CXXX VIL, CKAXRDN) 
fag Leanae ' 0’ ¢ 
orem UC geet rs 


yu = e1-4 ( 1 \7 (00, 0,042 
Se aieamiare PS, \ 0,0, Oe 


Sate ( I ee ay 
Pu = és4- } rare) ’ 


2Wy 


: = = ( : eee O30 \? 
pu=e3+ ava 830, a) 


(CLIVS) 


270. Aux formules (CLIV?2, CLIV*) on peut substituer les 
formules un peu plus simples (CL‘, 5, 6, 7, CL®). 


271. On peut, comme au n° 260, chercher a calculer 20,, 203, 
g en supposanl 2», g; donnés. Nous nous bornerons ici a signaler 
cette question, qui n’a pas d’objet dans Jes applications des fonc- 
tions elliptiques, et qui présente quelques difficultés d’ordre ana- 
lytique, provenant de la présence dans les formules de la racine 
quatrieme de la quantité g. 


CHAPITRE XX. 


CALCUL DES INTEGRALES ELLIPTIQUES A L’AIDE DES FONCTIONS 0. 


I. — Calcul de fk, 4’, g, K, K’ en fonction de Vune quelconque 
de ces quantités. 


272. On sait que 
(1) Kemi k®, 
273. Ona écrit (CXLIX, Hl', XIII) 


K’ 


Tt a3 
° 
: 3 Z d Po ea eae ice do 
(2') q=e +s K= f ee tK’=7 oe 
J, Vi-—ksinre » Vi—k?sinre 


274. Ona trouvé (CXLIX) 


I— 2g + 29g'—299+... 
Ce OO ae OC Ma ONO E 8 


(3!) Vii = 
=I1— 49 +8 ¢’?—164'+ 329*— 56q5+ o6g5—... 


oti ’on a effectué la division, 


275, Ona [n° 246 (CXXX)] 


go 204 2K ie, 204 TIN os = 
tony/ 2 = Sees Vere Vay mee 


(/ 28 4 VE) = 020+ 850 = 2(1+ 2g*+ 2g!5+ 2936 4-...); 


_ 
on en lire 


(CL YV!1) K=an( 


I 


rk’ 


2 
) (1+ 2g%+ 2q18+- 2936+... )2; 


série qui converge avec une grande rapidité méme si K est voisin 


det. 
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Si l’on écrit = sin9, on a par exemple pour § = 89°: 


Logiog =1, 60564, Logio = g}" 7,600 24, q'5 = 0,000000 49; 
pour § = 89°55’, on a 
Logiog =1,72938, Logi9g!%= 5,67008, q'§ = 0,00004678, 
Log 19 928 = 10, 25838, g°° = 0,00000000018. 


276. Nous avons donc quatre relations (1, 2', 3', CLV‘) entre 
les cing quantités k, k’, g, K, K’. Donner Pune de ces quanutés 
permet de calculer les quatre autres. 

A ces relations, il est nécessaire, comme on le verra, d’en 
adjoindre d’autres. 

Echangeons ket k'; sn(u, #’) a pour périodes 4K’, 27K, tandis 
que sn(u, &) avait pour périodes 4K, 27K’; K et K’ sont done 
échangés, comme f et &’, et sil’on pose 


(@2)) Gis as 
ona 
(32) Ve I— 29g1;+ 294 —2q] + 


I+ 291+ 297 + 297+... 
=1— 4qit+ 8qj —1697 + S2gt — 569} + 9693 — 


1 
(CQLY2 K’ = 2x ( ———— 1+ 291 +2g!1° + 2¢36 —,.,.)2. 
) Gee ( gq} q} qi }) 


On remarquera que 


poe Sy I K 
Oi == ge tyre 40810 €, Logio os = ag Logio e, 


I 
hoe). = bese= =r oe es er—= IG OO 2 BOO aera 
q 1 ; 


(CLVI) Logis Logio 7 ae Logi Logie = 0,26986 83680..., 
1 


ce qui raméne le calcul de g, a celui de g. 


7. Prosrime I. — On donne k (owk'). — Soitd’abord k= V2 


epRey 
dot ee Ona 


= OG 


Peas =1— 4g + 89?— 1698 4- 32.9'— 64 g§ + 12898 —...; 
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on peut done écrire (3!) avec une erreur de lordre 8q*, puisque 


649° — 56q'= 89", 


da étant défini par 
Vi 24a es oe 


re 1+ 24a 
Vor 
11—Vk 
OR Nn =F 
214. V~k 


) . * 2, oa y. 
L’erreur est maximum si &!/= ue et on trouve aisément que le 


procédé de calcul employé donne g avec six décimales exactes. 


SLRS ave, on calcule g, par la formule (3?) et l’on déduit, si 


nécessaire, g par la formule (CLVI). 
On peut calculer g avec toute Vapproximation quion veut en 
procédant comme il suit. Posons 


k= sin 8; 
(3) devient 


mor I— 2¢g+2¢'—2qg°4+- 2q'6+... 
Vn, wi og a 2gh-nag' ogi...” 


i) 
I tang? — + tang? 
1+ cos 0 oe \/ ary (/1— tang? ae ores Lacks ie 


emt ST — r; 2s > 
1— cosh f} ag q2g° =a g78s-. 


Ve: —- [ie _ tang? 
\ 2 V 


d’ot lon tire, par la méthode des coefficients indéterminés ; 


tang? Leek tangs > + 27 tangt? ? e tang!’ — + 
=- — avail — o10 angl#—4,,, 
q phn ie 22 Dy 16 "8 519 yogis eg : 
f) 
Logiog = 2 Logi) tang ner Logyo4 
f) 13 i) 23 i ; 
M tang? + — tang®- + tangl2-4.,., 
ay (< 4 2 128 2 384 Fd 85, : 


M étant le module des logarithmes vulgaires. Si l’on pose encore 


§ 
(4) Logiog = 2 Log 10 Lang = =1,3979400 


(o>) 


i) § i) 
+ atang*— + b tang’ - + ctang!?— + dtang!é— +. 
2 ‘. 2 2 


i) 


DE M. 16 
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Logio@ =1,0357243, Logiod = 2,64452, Logipe = 2, 41518, 


Losin = 2720250, 


/ 
; -~V2 ah as 
et si A/S Y* la série (4) donne ¢ avec sept décimales exactes quand 
d 


on se borne au terme @ tang‘ —: 


On caleule de méme q, avec la formule (3) si ee 


Une fois ¢ calculé, il n’y a aucune difficulté a caleuler K, K’ par 
les formules (CLV'), (CLYV?). 


Prosrime IL. — Sc Von donne q, nous calculerons aisément 4! 


par la formule (3!) si g n’est pas trop voisin de un; sinon on 


calculera & par la formule (37). 


Prosréme II. — Sz l’on donne kK, on calculera g par la for- 
mule (CLV'); sé Von donne K’, on calculera gq, par la for- 
mule (CLV?). 


278. On remarquera que Kk, K! re sont pas indépendants. K 
est en effet lié a q par la relaulon (CLV) et K’ est lié aq, par la 
relauon (CLV?); de plus, g et g, sont liés ’un a Vautre par la 
relauion (CLVI), 


279. Application numérique. — Soit a calculer q pour 
9 = 10°23’ 46", ot l'on a posé K=sin§. Ona 


2 Logi tang -= 3,917 684 2 
avec 
If , =e) , 0 = & 
comp. Logio4 =1,3979400 4 Logio tang - = 5,835 
9 ; a 
a tang’ - = 0,000007 4 Logip@ = 1,036 
Logiog = 7,3156316 * 6,871 


i) 
a tang? — = 0,0000074. 


ray 


280. On a construit des Tables de la constante qg- Voici une 


‘Table résumée ; 


o>) 
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TABLE DES LOGARITHMES DE q. 


oa sin 4, 
HOST 7aen Oem IOS Gn O-  UOStngs 0-8 uot dae Un Wogiaga We Logy) 7: 
oO oO o wv 0 

OT LOE OQOE CO2e OM Oli pe dees D099) Oyen 0071 Ose. see ity walt 
DOO — Nilsen GANG) pais DD Onn 20 OD) O20) Ollearerels 358 
Doo! | ce sn illo OR OMemEOOS Le OO tere POV ie eOOt cio mo OT 
4,234 19 849.— 35 SK) wilde FiO ASGeae LPs “enorso 385 
484 2.0 dgI 56 423 Di 781 Goa LOO Sipherecaict 42 
Sijtey  Plider Oey pet, HERE S¥akoc OO  Witheo Oley vow se. 440 
Sopa 225. Op moO Ges Oignn  PKOY Glnce.) i) Oe 47t 
Cyt PSs DAOis) x0) 498 55. BOOM file 100) eeOOMoOlnas 467 
ROOT 24. 053° 40 boa DOOR 07 Qos, eID O RO dees 506 
190 2d. 090) GI 4 Omemorn Sy ae 174 87.30' 526 
men BAO): 129) 42 DOOM OFS O OM NGTH KG DIO Scere 548 
165 Pi 199 jo O91 59 gl) Shes 212 88.30 Nyt 
441 Dosa 192) 44. O14 60... Qaoe 370 Dy | aol Galactic 606 
Bie 9Yeyse A ies GOO mGls 6 O02) abi ee 2) 2s OO? Ole 633 
Al) a0 D Omens Oars ee ODEO Ae OO magi On 7 COR Ole 672 
OOGm Ole = 200 Feao MOBI LeRings | EK) ods NS ig na, 


Norr. — On trouvera une Table plus étendue a la fin du Préecs 
élémentatre de la théorie des fonctions elliptiques de Lucien 
Livy. 


: ; : 
281. On a construit aussi des Tables de Log,) Log, 9—: 
q 


II. — Calcul des intégrales elliptiques de premiére espéce. 
Résolution des équations snu=a, cnu=0b, dnu=c. 


Q82. Soit a calculer 


i [ : de : 
ole Vi— ksinto 
on sait que 


snu = sing, dnu = V1— Fen2u, 


(Ss) dnu = V1— K2 sino. 


On calculera d’abord g, K par les procédés des n°s 272-977. 
On sait ensutle que (CXLIX ) 


I+ 29 cos279 + 2g* cos4ry 


——+) 


50 +29 cos6re+ 2g! eos8ro +. 
(6) dnu= Vk = Vk’ d 4d ee one 
O39 I— 2g COS2TV + 2g' COS4TY 


— 29g cos6r¢ + 2g!* cos8rv —... 
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244 
Posons 
AF TU dnu } 
(7, 8) 1 em =p gu (OE to Baa VE == Oe 
il viendra 
i+ 2g cosaTte + 2g cos4nv +2q9 cos6re + 2g!®coss8rH +... 


cotA = — 
I—»g cos2T” +2g' cos4 re — 2g) cos6Te + 2g1'5 cos8rv —... 
cos9a74-g* cosh“ +... 


ne 


CotA —1 ; ( ‘ 
—_. = tang | — — = 29 
A 7 1+ g‘*cos4a — g'* cos8a —... 


(9) 5 
q 


COLA = 1 


La formule (g) ne renferme que Vinconnue 22, puisque ¢ a été 
calculé et puisque A est donné par la formule (8). Une fois 2 connu, 
(7) donnera uw: on a en effet calculé K. 

On résout Péquation (g) par approximations successives. 

1° On écrit 


/ 


tang (7 =) =F COSI Di, 
4 


ol 2, est une valeur souvent suffisamment approchée de 2. 
a° Qn écrit, pour une approximation plus grande, 


\ COS2%.+- g> cosb2, 
i ae =< Secs Ty ans cake Ge eee ae 
I+ g*cos4a 


vie a 
tang ke == lh 
4 
Wot Von tire 22, yu est plus approché de x que Vest 2. 
3° #,, encore plus approché que x, sera donné par 
COS2%3-+ g’ cosb2y 


Te es 
tang (+ —h) == 21g) - - : - 
4 j 1+ G* COS4%2+ 9! COS8 a, 


283. RésoLturion DE L’fQuation sn(u, k)—=a, k er a@ tran 


DONNES. — 1° @ est réel et compris entre séro et un. — Dans ce 


i. dx fe ds 
“i= Or ent 
ae V (t+ @?) (1 — k2 a?) - Yi—F sin?0 


a = sing, o, = arcsina, 


cas, 


et le probleme se raméne au calcul de cette intégrale, qui se fera 
soit par le procédé qu’on vient d’indiquer, soit par les procédés 
indiqués au Chapitre V. 

Si uw, est une solution, 


ty -+- 4m K + am'tk’ 


LES FONCTIONS 9 EY LE CALCUL DES INTEGRALES ELLIPTIQUES. 245 


est la solution générale. La recherche de la solution générale 
implique donc le calcul de 


Tw 


ale ee ata. et 
1— k* sin? © 1 — k2sin20 


ey) 


wla 


r . I : bas 
2° aest réelet compris entre 1 el Z (k > 0). — On sait quici 
(n° 29) w est de la forme K + 7¢u,; on écrira donc (XI, XII) 


cn(tm, &) I 


De SUCK Eh Ke) ern gg 
a= sn( buy, K) dn(iiy,, k) dn(u, k') 


et l'on sera ramené a calculer w par la formule 


dinky) = 


a 
Ou 


SINGH, IE eS 


eva 


ce qui est le probleme du premier cas. Il y a lieu, on le voit, de 
calculer K ou 


qu 
{ 2 de BA do Vat 
—_—=_———_ el ———— } 2 = arc sin ——_——_. 
J, vi—k? sin? V1— k?sinto va 
0 <0); ‘ 
; : 4 I 3 ma: 
3° a réel est compris entre t et +o. — Ici nous écrivons 


(n° 29) 
sn(K + 7K'+ us, kK) =a 
ou (XVII) 


dn( us, *) 


1— k2 sn2(us, 4) 2 
Se er a 
K2f1—sn2(uy k)| ; 
sn (ue, k) = LESS eee 
k far—1 


ce qui nous raméne encore au premier cas, mais il faut calculer K 


et K’. 


4° aréelet négatif est gala — a,(a,>0).— Ona, puisque 
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sn est une fonction impaire, 
sn(u, kK) =— ay, sn(— u, k) =a, 
Ge qui ramene encore att premier cas. 
5° a, purement imaginaire, est de la forme a,t. — L’équa- 


lion 
Hales, e\) — fae vs 


peut 's écrire, en posant u==u,t (AIL), 


sn( uy, h’) 


=a, 
cn(u,;, k’) 4 


sulia. k ) = 


et l’on est encore ramené au premier cas. 


284. L’équation 
cnu=b 


peut s’écrire 


snu = Vi— b?. 
lle est ainsi ramenée a l’équation 
snu=>a. 
Si Uy est une solution, la solution générale est (n° 24) 
Uy + 4mK + om’ (K+ 7K’). 


285. L’équation 


dniwe=ie 
se raméne de méme a Véquation snu =a. Si wo est une solution, 
Uy t+ 2mK + 4m'tK' 


est la solution générale (n° 24), 


III. — Calcul des intégrales elliptiques de deuxiéme espéce. 


986. On a trouvé (GX XXVHT) 


I 'p 
Cus dmime+ -*)s 9 = ——. 
20, Ov, 20), 


EE ae 
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Dérivons par rapport au : 


0'o 
(10) hi aee 5 ron 
2.0)4 J d 


u“ Ve 
Or (CXIV) 
<x €4 — 63 : 


u 
PI——= _ 3 = Ta, 
Vee es sn? u 


ce qui peut étre écrit, en changeant w en Ver — C3 U, 


Done (10) 


€4 — €3 pee 1 1 d 0’'¢ 
sn? (/eé,— e340 e on 20, du be 
Faisons w,—=K, e, —e,;=1, comme au n° 947 : 
Gin) Lae: 1° @ Oy 
seu K edu 89” 


i étant une constante a déterminer. 
Changeons wen u + 1K’ =u-+os; 


I : eS 
——— devient (XV —_——_~ ='* sn2u 
sn? u C8. sn2(u -+ vK’) : 
u u f uU+ WwW; Ge 
i devient =e 
2K 204 204 2, 
SLAP) Ss Corit 
I 
Q’ (° + -T 
(12) Kk? sn? u ee = 
2 i me = = SS 
2K du cis) 
6(o+ = | 
2 


! te 
eee : 
eet 


0K 
teil). 

1 d tq *e-™+(xt03;0 + 050) 
2K dv . —4 


0’ (o + +7) 
2, 

0 (© = 2 t) 
2, 


/ 


d 
de 


247 
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done (12) 


eh KE 
2 snt?u=h— — — 
oe aK du 0 
et aussi 
: r ah AW I 829 0,0 — be 
2 sna = } = —— = ee 
(2K)? de 03¢ (2K)? N20 


faisons u = v= 0; 8,00, comme il est facile de le voir, et il 


vient 
me WAG 
= h— 
(2K)? 030° 
Mu 
es RAs 
(2K)? 030 
Portons dans (13) : 
y 6020 1 d 30 


hk? sn?u = 


(2K)? 63:0 2K du 6,0 
Or, 


[vi — k? sin2¢ do 


« 


peut s’écrire, en posant sing = snu, 


u 
uh f sn2u du, 


=.0 


On a done cette importante relation 


ra) 


: ee 60. 1 Go 
[= Rsinte = u (1— cleo Pe ete 
oy Vi— Kk? sin? u af (Ky 5a os akties 
(CLVIL) 9 
u ic de 
Came Ca 9 
| 2K oe Vi— FP sin? o 


car la constante est nulle : on le voit en faisant oo, d’ot 
‘ 
“u=v—o. 


287. Le calcul de Vintégrale elliptique de deuxieme espéce se 
raméne donc au calcul de g (n° 277), K (CLV'), u (n? 282), 440 
et 3,0: 

0,0 = 7?(2%229q — 42 2g'+ 622g9— 82 aqte-+...), 
ky Or I— 2g +2g'— 299+ Dig ee 


et de 9’, 89 (CXXYV). 


_— 
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Ayant caleulé K, on pourra calculer 430 parla formule (n° 246) 


Y88. Les procédés de calcul par la fonction 4 présentent quelque 
avantage relativement a ceux qui ont été exposés au Chapitre V 
quand / n’est pas trés yoisin de un. 


IV. — Calcul des intégrales elliptiques de troisiéme espéce. 


2389. Ona (LXXVIII) 


T(uU+ Uy) c(U— UY ‘ 
ACE Ai <u, — pu. 
GA US Us, 


X 
Changeons u en u +s; : 


ae (UUW + 3) o (Uu— Uy, + ws; ) 
(14) [oO = ps — p(U + vy). 
o?2(u + W3) C2 Uy 


Le premier membre peut s’écrire (LAN XVI) 
| ( 


eNslt+4) 6 w3 53(U + Uy) ENs\—'4) o ws 63(U — Uy) 
e2N3" G2 w3 O2U C2 U, 
J3(U + Uy) 53(uU— uy) 


S2 uo? 


T2 uy 
ou encore (CXXIX') 


’ 


ey ihe! ) e291 4(u—u4)* 95 ( Cessy 


E2104 (U-)? 
930 fs0 


> 5 

, Chae , 02 
CkN1O4ls ae erN uF 

ByAY 

bet O3(9 + 91) 0300 rene 01) 0/20 


020 626, (20)? 


at 
(2.0)? 
6) 


02 


, 


le second membre de (14) s’écrit a son tour (n® 94, 111) 


pu = e3;— (€3— €1) (€3— 2) 
pu—e 


ou, si K = w3, €; — @3 = 1, @2 — €3 = Kk, comme au n° 246, 


t é ke 
hy = €3 — FY 
p anaes, 


en se reportant a la formule (CX X XIX), on voit que cette expres- 
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sion peut s’écrire 
I 00 O30, \2 Me con ff Use” 
arn aote) Be) §'0 O39 
I 0'0 03%; ) ren) | 
= —— | ( ——— } — k*?(2K)4 
(2K)? [(aodet) Ce (Gaur v 
oe: (eee 2 (~) ( oe | 
~ (9K)? | 0;000;/ \630/ \ 0’083¢ 
J = 630, \2 ( Oy \9 
7 see o [(e) a 0) ; 
car (n° 246 ) 


0,0 = Ee vom aki /28 Vik, (yal tS, 


Il en résulte (14) 


O3(9 +1) 93(9 —01) 03 6 \ aoe (eA) 
029 620, ~ 620 ce ) 4,0 


et Pon obtient cette importante formule 


02 9 02 vy — 02 9 B20, 


2 
820 


(CLVIIT) Gira Dee en 


290. Ecrivons comme il suit la formule précédente : 


030 OF vy : 029 029, 
63 (2 0304 


O(o + 1) 83(¢ — 91) = 
pCR OI 


629 O36 
§(% + 6,)03(° — 1) = omen sn2uwsn?w,), 
u uy 
{ —- + 
2K 
On en tire 
Oa(P4e PrkOale =i) 
§2 9 02 0, 


1— k®? sn2u sn?2u, = 020 


— Log(1 — f2 sn¢u sn? uw, ) 


= — Log 030 — Log83(» + 9, — Log 03(% — 91) + 2 Log63 9 + 2 Log §39,; 


différentions par rapport a uw, : 


A?sn2usnu, dsnu, 1 (05% es I aeeks Dee a O3(e + 61)\. 
a Bek Bae SY, 
1—k?sn2usn2u, du, 2K \ 03 6, 2 05 (Pee oy) 2 03 (¢ + 01,)/? 


multiplions par du et intégrons deoauw: 


SS SS et + — —— 
1—f/*%sn2usn2u, du, 03 94 ay NCEE Py 


(15) rit k2sn2usnu, du dsnu, 04, 64 ai 0. 3(9 — 61) 
0 
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Mais 
k2sn2u sn uy, I 1 I 
= T ~< Se 3 3 
1— k2 sn2u sn?u, sn Uy sn uy 1— A? sn2usn2u,’ 
done (15) devient 
dsnu, dsnuy 
du, du, i du 04 64 1 03 (9 — 1) 
—u } os =u “~— + —- Log ————__ 
Sn ly sn ly (— k2 sn2u, sn2u 05 py 2, 03(9 +04) 
all 
enu, dnu, en, dni, du 
l 4 = ” 
sn ly sn, gy, 1— A* sn? uy, sn*u 
0, ¢ \ 03(° — %) 
3° ne 3 1) 
Ae ES — -0,43429 Log ——_—_—, 
(CLIX) + 03 04 eee Sp ae Ge 
vi 
2 
u U4 4 d 
ee k= f — 
aK oA 


Jo Vi— k? sinto 


291. Cette formule remarquable donne un procédé de calcul de 
Vintégrale elliptique de twoisieme espéce (n° 65) 


0 


[ iC de 
J, (sinto — ec) /1— sin? 
Posons en effet 
sino = sn, 
dot 


cose do = cnu dnu du, do =dnudu; 
I devient 


Ul 


dnudu (i Tdi I a du 
2 aon See ; > 
> (sn BC) Vie ki spee suo 2 Ue g nee, 
: c 
ea) 
posons encore 
I 
ues k2 sn* uy, 


ce qui implique la résolution de l’équation 
snu, = —— = 

ke 

par les procédés du n° 283, ot nous pourrons prendre m = m’= o. 


Aprés avoir déterminé ¢, ¢,, nous pourrons enfin calculer | par la 


formule (CLIX). 


FIN, 


Ligne 


7 
3 en remontant 
2 en remontant 
5 en remontant 


11 en remontant 


9 


7 en remontant 


8S en remontant 


ERRATA. 


Au lieu de 


*16 


elu-+elv—el(u+v)—.... 


W, — 0, — 0), 
/ 
5) 
eee 
l 
TW 
o 0), 
— 213%, ———_ 
ow, To, 


6, UG, UG, Us 
SAL 
(LXXXVIIT) 


—2 


Lire 


16 


elu+elv=el(u+v)—.... 


1 a WO, — 03 — oO 
2 3 


" 
1} 
1 
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